3.1 Planimetria

Uhly

Definujte uhol, popiste jeho ¢asti. Urobte diskusiu vzhladom na polohové a metrické vztahy
medzi uhlami. Podrobne popiSte obvodovy a stredovy uhol. Vysvetlite aky je medzi nimi vztah.

Uhol je plocha medzi 2 polpriamkami, ktoré zacinaju
v spolo¢nom bode, ten sa nazyva vrchol.

Druhy uhlov:

Nulovy uhol je uhol, ktorého ramena lezia na sebe (vSetky
ich body su totozné). M4a presne 0°.

uhol ....... "ﬁYB_a’Iebo o Ostry uhol je uhol mensi ako pravy uhol. M viac ako 0°
ramena ... VA, VB ale menej ako 90°.
vrchol ...... 4 Pravy uhol je polovica priameho uhla. Oznac¢ujeme ho

bodkou v obluciku, alebo hranatym "oblucikom". Ma
presne 90°.

Tupy uhol je vacsi ako pravy uhol. M4 viac ako 90° ale menej ako 180°.

Priamy uhol je uhol, ktorého ramena su navzajom opacné polpriamky, ¢ize spolu vytvaraju
priamku. M4 presne 180°.

Plny uhol je uhol, ktorého ramena su totozné (lezia na sebe). Za uhol povaZzujeme celu rovinu
okolo nich. Je to doplnok nulového uhla v rovine. Ma presne 360°.
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Dvojice uhlov:

Vrcholové uhly su dva uhly, ktorych ramena s opacné polpriamky. Vrcholové uhly st zhodné.

vrcholové uhly ca
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https://sk.wikipedia.org/wiki/Zhodnos%C5%A5

Vedlajsie (susedné) uhly st dva uhly, ktorych jedno rameno je spolo¢né a druhé ramena su opacné
polpriamky. Sucet vedlajSich uhlov je priamy uhol, teda dva susedné uhly zvieraju 180°.
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Suhlasné uhly su dva uhly, ktorych prvé ramena leZia na jednej priamke a druhé ramena su
rovnobezné, pritom smer prislusnych ramien je rovnaky (sthlasny). Suhlasné uhly su zhodné.

A o,

/ \*»

g suhlasne uhly c.a p

ozp

Striedavé uhly su dva uhly, ktorych prvé ramena leZia na jednej priamke a druhé ramena su
rovnobezZné, pritom smer prislusnych ramien je opacny (striedavy). Striedavé uhly su zhodné.
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Uhly v kruznici
(181 OBy Dva body A, B leziace na kruznici k(S, r) ju rozdelia na dva obluky. Ak su
9 % nerovnako dlhé nazveme ich kratsi a dlhsSi obluk. (kratSi ma menej ako nr
a dlhsiviac ako rtr)
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V kruznici k(S, r) je uhol ASB stredovy uhol prisliichajuci ku kratSiemu
kruznicovému obluku AB. Ak stredovy uhol prislicha ku kratSiemu
obluku, tak ma menej ako 180°.



https://sk.wikipedia.org/wiki/S%C3%BAbor:VedlejsiUhlySK.jpg
https://sk.wikipedia.org/wiki/S%C3%BAbor:SouhlasneUhlySK.jpg
https://sk.wikipedia.org/wiki/S%C3%BAbor:StridaveUhlySK.jpg

C Uhol ACB je obvodovy uhol prislichajuci ku kratSiemu kruznicovému
obluku AB, ak bod C leZi na kruznici a nelezi na kratSom obluku AB.

A B
V kruZznici k(S, r) je uhol ASB stredovy uhol prisltiichajuci k dlh§iemu
kruznicovému obluku AB. Ak stredovy uhol prislicha ku kratSiemu
obluku, tak ma viac ako 180°.

A B
Uhol ACB je obvodovy uhol prisltichajtci ku dlh§iemu kruznicovému
obluku AB, ak bod C leZi na kruznici a nelezi na dlh§om obluku AB.
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Stredovy uhol a prislichajuci k danému kruznicovému obluku je 2x vacsi ako obvodovy uhol y
prisldchajuci k tomu istému obluku. Teda plati: o = 2y




Vzajomné polohy linearnych utvarov

Definujte uhol dvoch priamok, vzdialenost dvoch bodov, vzdialenost bodu od priamky,
vzdialenost dvoch rovnobeznych priamok a uvedte vztahy na ich vypocet v rovine.

Uhol (odchylka) dvoch priamok: - totozné, rovnobezné, réznobezné, (mimobezné v priestore)
Rovnobezné: p || ¢ ich odchylka je 0°

Réznobezné:p't § ich odchylkaje mensiz uhlov na intervale (0°, 90°> (ostry alebo pravy uhol)

Odchylka dvoch priamok danych parametricky
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kde i, a i, st smerové vektory priamok p a g

Odchylka dvoch priamok v rovine danych vSeobecnou rovnicou
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kde 7, a 77, st normalové vektory priamok p a ¢

Prieseénik dvoch ré6znobeznych priamok P sa urci rieSenim sustavy ich rovnic.

Vzdialenost’ dvoch bodov na priamke

Vzdialenost’ dvoch bodov A=[xa], B=[xg] na Ciselnej osi sa rovna absolitnej hodnote
rozdielu realnych Cisel x4 a xg , t.j. rozdielu ich stradnic:

= = = 2
|ABl =[AB] = | xs-xa | = [(x,—x ) (

Vzdialenost’ dvoch bodov v rovine

Vzdialenost’ dvoch bodov A=[x43; v ], B=[xg; yg ] v rovine uré¢ime ako velkost’ prepony
pravouhlého trojuholnika ABC:
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|AC|=| xg-xa |, |BC[=] YB*)’Al

IA,B] = |AB| - \/(xB_xA)2+(VB_J’A)2 !




Vzdialenostou bodu M od priamky p:
nazyvame vzdialenost bodu M od paty kolmice vedenej z bodu M na priamku p.
[Mp| = |MM’|; M"Ep AMM Lp

Vzdialenost bodu M[m1; m,] od priamky p:ax+by+c=0,kdea, b, c ER, pricoma=0V b#0,
vypocitame zo vztahu:

lam; + bm, + c|
va? + b?

Vzdialenost dvoch rovnobeZnych priamok:

|Mp| =

Vzdialenost dvoch rovnobezZnych priamok sa urci ako vzdialenost bodu (ktory patri jednej priamke),
od druhej priamky pomocou kolmice. Rovnako ako vzdialenost bodu od priamky.



Trojuholniky

Definujte pojem trojuholnik. Klasifikujte r6zne typy trojuholnikov. Vymenujte a charakterizujte
zakladné prvky trojuholnika. Vysvetlite, Co znamena riesit trojuholnik a aké vety pouzivame na
rieSenie pravouhlého a vS§eobecného trojuholnika.

Definicia trojuholnika:

Trojuholnik je jeden zo zakladnych rovinnych geometrickych dtvarov; mnohouholnik s troma
vrcholmi a stranami. Je to dvojrozmerny Utvar. Sucet vnutornych uhlov trojuholnika je 180°.

Trojuholnik méZeme definovat ako prienik troch polrovin.

Ak mame trirézne body A, B, C, (ktoré nelezia na jednej priamke) tak trojuholnikom s
vrcholmi A, B, C nazyvame prienik polrovin ABC, ACB, BCA.

Usecky AB, BC, CA sU stranami tohto trojuholnika a ich zjednotenie je obvod
trojuholnika.

Klasifikacia trojuholnikov:

Trojuholniky mozno triedit podla viacerych kritérii:

1. Podla dizky jeho stran:

Rovnostranny trojuholnik - vetky strany maju rovnaku dizku. Rovnostranny trojuholnik
je tieZ rovnouhly, t. j. vSetky jeho vnutorné uhly maju rovnaku velkost, a to 60°; je to
pravidelny mnohoulnik.

Rovnoramenny trojuholnik - ma préave dve strany rovnakej dizky. Rovnoramenny
trojuholnik ma tiez dva rovnaké vnutorné uhly (su to uhly, v ktorych obe rovnaké strany sa
napajaju na tretiu). ::Rovnostranny trojuholnik je tiez rovhoramennym, ale nie kazdy
rovnhoramenny trojuholnik je rovnostranny.

Réznostranny trojuholnik — véetky strany maju rozliénu dizku. Jeho vnitorné uhly st
taktiez rozdielne.

2. Podla velkosti najvdcésieho vnutorného uhla:

Pravouhly trojuholnik — ma prave jeden vnutorny uhol s velkostou 90° (pravy uhol).
Strana leziaca oproti pravému uhlu sa nazyva prepona a je najdlhSou stranou v
trojuholniku. Ostatné dve strany sa nazyvaju odvesny.

Tupouhly trojuholnik — ma prave jeden vnutorny uhol vacsi ako 90° (tupy uhol).
Ostrouhly trojuholnik — ma vSetky vnidtorné uhly mensie ako 90° (tri ostré uhly).



Prvky:
Vyska:
Je to Usecka na priamke prechadzajucej vrcholom trojuholnika a je kolma na protilahlu stranu. V

lubovolnom trojuholniku prechadzaju vSetky tri vySky jednym bodom, ktory nazyvame
ortocentrum.

Ortocentrum moze mat lubovolnu polohu:

e vovnutri- ak je trojuholnik ostrouhly
e naobvode - akje trojuholnik pravouhly
e mimo trojuholnika - ak je trojuholnik tupouhly

Taznice trojuholnika:

— Taznice st Usedky, ktoré spéjaju stredy stran s vrcholmi protilahlych stran.

— Prechadzaju jednym bodom, ktory volame tazisko.

— Tazisko deli kazdu z taznic v pomere 2 : 1, pri¢om dlhsia &ast je medzi vrcholom a
taziskom, a kratSia ¢ast medzi taZiskom a stredom strany.

Stredné priecky trojuholnika:

— Sl tospojnice stredov dvoch stran a s rovnobezné s tretou stranou trojuholnika.

— Velkost strednej prie¢ky sa rovna polovi¢nej velkosti strany trojuholnika, s ktorou je
rovnobezna.

— Stred. prieg. trojuholnika deli trojuholnik na dve ¢asti, ktorych obsahy st v pomere 1: 3.

Kruznica opisana trojuholniku:

— Jetokruznica, ktora obsahuje vrcholy daného trojuholnika.
— Stredom kruznice opisanej trojuholniku ABC je priesecnik osi stran trojuholnika ABC.
— Polomer je spojnica stredu s lubovolnym vrcholom.

Kruznica vpisana trojuholniku:

— Jetokruznica, ktora sa dotyka vSetkych stran daného trojuholnika.

— Stredom kruznice vpisanej trojuholniku ABC je priesecnik osi uhlov trojuholnika ABC (a
lezi vzdy vnutri trojuholnikal).

— Polomer je vzdialenost stredu od (ubovolnej strany trojuholnika.

Osi stran:

— Priamky, ktoré prechadzaju stredom stran trojuholnika a su na ne kolmé, nazyvame osi
stran. Pretinaju sa v jednom bode, ktory je stredom opisanej kruznice (tento bod je
rovnako vzdialeny od vSetkych vrcholov trojuholnika).

Vypocet obvodu: o=at+tb+c

a-vg
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Vypocet obsahu: S =



Co znamena riesit trojuholnik:
Kazdy trojuholnik je jednoznacne urCeny tromi udajmi, z toho musi byt aspon jedna strana.

RiesSit trojuholnik znamena vypocitat ostatné strany a vnitorné uhly.

RieSenie pravouhlého trojuholnika:

a) Pytagorova veta: Obsah Stvorca zostrojeného nad preponou pravouhlého trojuholnika
sa rovna suctu obsahov Stvorcov zostrojenych nad oboma odvesnami.

b) Sucéet ostrych uhlov v pravouhlom trojuholniku sa rovna 90°.

c) Goniometrické funkcie ostrého uhla v pravouhlom trojuholniku:

¢ sinus uhla a sa rovna podielu protilahlej odvesny a prepony
¢ kosinus uhla a sa rovna podielu prilahlej odvesny a prepony
e tangens uhla a sa rovna podielu protilahlej odvesny a prilahlej odvesny

* kotangens uhla a sa rovna podielu prilahlej odvesny a protilahlej odvesny

RieSenie vSeobecného trojuholnika:
Sucet vSetkych vnitornych uhlov v trojuholniku sa rovna 180°.

Sinusova veta: Pomer stran a sinusov protilahlych uhlov vo vdeobecnom trojuholniku je
kons§tantny a rovna sa priemeru opisanej kruznice.

Pre kazdy trojuholnik ABC s vnutornymi uhlami a, B, y a stranami a, b, ¢ plati: A

azb_t::gR’

sinee  sinf  sinvy

kde R je polomer opisanej kruznice pre tento trojuholnik.

Cize: Pomer v8etkych d{Zzok stran a hodnét sinusov im protitahlych uhlov je v trojuholniku
konstantny.

Alebo: Pomer diZok strén trojuholnika sa rovna pomeru sinusov im protilahlych uhlov:

a  sinco b sinf ¢ sinvy

b sinf e siny a sina asin# = bsine, csinf = bsin~y,
csinag = asinsy

Kosinusova veta: Obsah Stvorca zostrojeného nad stranou vS§eobecného trojuholnika sa rovna
sUctu Stvorcov zostrojenych nad zvySnymi dvoma stranami zmenSenému o dvojnasobok sucinu
tychto dvoch stran a kosinusu uhla, ktory zvieraju.

a’ = b + ¢ — 2be - cosa

3

1 a2
b = a® + ¢ — 2ac-cos

¢ =a® + b — 2ab- cosy



* Podobnost trojuholnikov:

— Dva trojuholniky m6zu byt zhodné (podobné) podla troch viet o podobnosti: sss, sus,
usu.

Veta (sss): Kazdé dva trojuholniky, ktoré sa zhoduju vo vSetkych troch stranach, su zhodné.

Veta (sus): Kazdé dva trojuholniky, ktoré sa zhoduju v dvoch stranach a v uhle nimi uréenom su
zhodné.

Veta (usu): Kazdé dva trojuholniky, ktoré sa zhoduju v jednej strane a dvoch uhloch k nej
prilahlych su zhodné.

Veta (Ssu): Kazdé dva trojuholniky, ktoré sa zhoduju v dvoch stranach a uhle leziacom oproti
vacsej z nich, su zhodné.



Stvoruholniky, mnohouholniky

Vysvetlite obsah pojmov: Stvoruholnik, rovnobeznik, n - uholnik. Charakterizujte Stvorec,
obdiznik, §tvorec, lichobeZnik, kosostvorec, kosod{Znik. Popiste zakladné prvky danych Utvarov a
uvedte zakladné vztahy na vypocet obvodu a obsahu tychto Utvarov.

Stvoruholnik:
Stvoruholnik je rovinny geometricky Gtvar, mnohouholnik so $tyrmi vrcholmi a $tyrmi stranami.
Vlastnosti:

Sucet velkosti vnutornych uhlov Stvoruholnika je rovny 360° (2rt), ¢o vyplyva z toho, Ze ho mozZno
uhloprieckou rozdelit na dva trojuholniky.

Klasifikacia stvoruholnikov:

Stvoruholniky mézu byt konvexné (vypuklé) alebo nekonvexné (konkavne, vyduté). Konvexné sa dalej
delia na:

e roznobeinik — Ziadne dve protilahlé strany nie sU rovnobezné

e rovnobeinik (kosodlinik) — dve a dve protilahlé strany st rovnobeiné

e obdlinik — vietky vnutorné uhly su pravé

e kosostvorec — vietky strany maju rovnaku dizku

e §tvorec — vietky strany maju rovnaku dizku a vietky vnutorné uhly st pravé
e lichobeiZnik — jeden par protilahlych stran je rovnobezny

e deltoid — dve dvojice vzdjomne priliehajucich stran maju rovnaku velkost
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Mnohouholnik alebo polygdn alebo n-uholnik je ¢ast roviny vymedzend Useckami, ktoré spajaju urcity
pocet bodov (najmenej tri), z ktorych Ziadne tri susedné neleZia na jednej priamke.



3.1 Kruznica a kruh

Objasnite pojmy: kruznica, kruh, polomer a priemer kruznice, stred, tetiva. Uvedte vztahy pre
vypocet obvodu kruznice a obsah kruhu. Klasifikujte vzajomné polohy kruznice a priamky, dvoch
kruznic.

Kruh je mnoZina bodov v rovine, ktorych vzdialenost od stredu kruznice je menSia alebo rovnaka
ako polomer kruznice. Je to plocha ohrani¢ena kruznicou vratane nej same;j.

Kruznica je podmnozina kruhu, je to hranica kruhu, su to vSetky body, ktoré tvoria okraj kruhu.

Kruh su teda vSetky body, ktora lezia nie len na kruznici, ale aj vo vndtornom priestore, ktory
kruznica obklopuje.

Kruznica -k so stredom S a polomerom r nazyvame mnozinou vSetkych bodov X v rovine, ktoré
maju od pevného bodu S konStantnu vzdialenost /SX/=r, kder e R;r>0.

Zapisujeme k(S;r)

Polomer kruznice - vzdialenost r = /SX/

Stred kruznice - S (pevny bod)

Tetiva — Usecka, ktora spéja dva r6zne body kruZnice

Priemer - najdlhsia tetiva s dizkou 2r=d

Kruh - K so stredom S a polomerom r nazyvame mnozinu vSetkych bodov Y v rovine, ktoré maju
od pevného bodu Svzdialenost /SX/<r; pricomre R,r>0.

Zapisujeme K(S;r)
Dizka kruznice (obvod kruhu)o=2Tr

Obsah kruhu S =1t 12

Vzajomna poloha kruznice a priamky :

Vzajomnu polohu kruznice a priamky skimame prostrednictvom poctu ich spolo¢nych bodov -
moze byt 1, 2 alebo ziadny spolo¢ny bod.

e SECNICA - priamka p, ktord ma s kruZnicou k(S;r) 2 splo&né body

e DOTYCNICA - priamka p, ktord ma s kruznicou k(S;r) jedniny spoloény bod T (T=bod
dotyku, dotykovy bod); zvyCajne sa oznacCuje t

e NESECNICA - priamka p, ktord nema s kruznicou k(S;r) ziadny spoloény bod



Vzajomna poloha dvoch kruznic:

Vzajomnu polohu dvoch kruZnic skiimame tiez prostrednictvom poctu ich spolo¢nych bodov,
moze to byt 1, 2 alebo Ziadny spolo¢ny bod.

Ak k1(S1;r1) a ka(Sz;r2) maju spoloénych :

0 bodov - hovorime, Ze nemaju ziadny spoloény bod - k; lezi mimo k. / ks leZi vo vnutri k4
1 bod - hovorime, Ze sa dotykaji - (vnutorny alebo vonkajsi dotyk)

2 body - A;B - hovorime, Ze sav bodoch A;B pretinaju

nekonecne vela spoloénych bodov — hovorime Ze splyvaju - ki=k;



KRUZNICA, KRUH

KRUZNICA KRUH
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KRUZNICOVE PRVKY
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DLZKA KRUZNICOVEHO
OBLUKA, STREDOVY UHOL
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OBVODOVE UHLY 0

MEDZIKRUZIE
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Pravy uhol (Talesova veta)




