Linearna kombinacia vektorov
Ak mame danych niekol’ko vektorov, ndsobime ich ¢islami a potom ich s¢itame, hovorime, Ze sme vytvorili jeden
vektor linedrnou kombindciou tych danych (pri ndsobeni ¢islom aj pri s¢itavani vznikne vektor = vysledkom je
jeden vektor).
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D. Nech st dané vektory a;; a,; as; ... ; a,. Vektor K je linedrnou kombindciou vektorov ay; a,; as; ... ; a,,
ak k nim moZeme n4jst’ také redlne ¢isla Ai; A2; A3; ... ; An, € R, Ze:

k= 7»1.3_1) + X2.£ + 7»3.61_3) + ...+ Kn.a{.
priklad:
Zistite velkost linedrnych kombindcif vektorov: 3 = (2; -3); b = (-5; 4); & = (0; 2); d = (1; 0).
a,6=43+b-3.d b,f=53-2Db+¢ c,g=-33+4b+2¢-7d
8=4.2;-3) +(-5:4) = 3.(1; 0) = (8; -12) + (-5; 4) + (-3; 0) = (0; -8)
€] =/02+ (—-8)2=V0+64=8
f=5.2:-3) = 2.-5; 4) + (0; 2) = (10; -15) + (10; -8) + (0; 2) = (20; -21)

|f] = /202 + (—21)2 = V400 + 441 = 29
8= -3.2; -3) + 4.(-5;4) + 2.(0; 2) = 7.(1; 0) = (-6; 9) + (-20; 16) + (0; 4) + (7; 0) = (-19; 29)

gl = \/(—19)2 + 292 =+/361 + 841 =34.70

V obdizniku ABCD bod E leZi v tretine strany AB bliZsie k vrcholu A; F je stredom strany BC. Bod G leZ{
v tretine strany CD bliz8ie k vrcholu C; bod H leZi v tretine strany DA bliZ8ie k vrcholu D. Vyjadrite vektory:

A_B), ﬁ, ﬁ, ﬁ}), E, ﬁ, ﬁ, E, ﬁ}), FH pomocou vektorov:
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a,3=AE a b=AH b,¢=AF a d = AG c,8§=FG a f=FH
AB =33 4 je tretina strany AB = trojndsobok tretiny
AD = %B b je dve tretiny strany AD = 1,5 ndsobok dvoch tretin
BF = 21_5 polovica AD
DG =23 dve tretiny strany AB = dvojnédsobok tretiny



CG=-4d opacny vektor k i’

DH=— 3 b opacny vektor k b s polovi¢nou vel'kostou
AF=AB+BF=33+ %B

AG =AD + DG =25 + 23

FG=AG—AF=2b+2d-(38+2b)=2b+2d-33-2b=—a+2b
2 4 2 4
FH:AH—AF:b—(35+3b)=b—33—3b=—33+1b
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najprv vyjadrime vektory @ a b pomocou ¢ a E, a potom vyuzijeme vysledky zo zadania a,
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vektor G7 ma smer, ako vektor &, ale vel'’kost’ ma Stvorndsobnd (tretina strany AB + celd strana AB)
— N - ] 1— 1 N — 15 1—
GJ=2¢-d — d=5G/=,(2¢~d)=5¢~d

skisme vyuzit' vysledky z prikladu a, — eliminujme vektor b

¢=AF=33+2b
E:AG:§B+2§
E=3§+ZE /.4
8=§E+2a 1.(-2)
4§=12§+3B
2d=-3b-43
42 -2d =83 /-8

~¢—1d=3
algebrickou metédou sme dostali ten isty vysledok, ako graficky
teraz eliminujme vektor a
¢=33+>b /2
d=2b+23 1.(-3)
28=63+-b
3d=—-2b-6d
2¢-3d=-3b /:(-3)
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vektor 07 ma smer, ako vektor B, ale velkost’ ma trojndsobnu (dvakrat strana AD)

0j=3d-2¢ — B:iﬁf:i(ga’_ 2¢) =a’_§3
grafickou metédou sme dostali ten isty vysledok, ako dpravami

teraz dosadime do vyrazov z bodu a,
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=—a+- =—(—c——d)+—(d——c)=——c+—d+—d——c=—c+d
4 2 4 4\~ 3 2 4 4 2 B
na obrazku vidime, Ze vektor FG je spojnica koncovych bodov vektorov ¢ ad = je to rozdiel tych
vektorov — koncovy bod je mensenec, zaciatoény je mensitel: d — ¢

— 1=

FH=-3a+:b=-3(;¢-7d)+3(d-2¢)=—2¢+2d+5d—se=d -3¢
4 2 4 4 3 2 4 4 6
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aj teraz vyjadrime vektory @ a B, teraz pomocou € a E a potom vyuZijeme vysledky zo zadania a,
znovu vyuzijeme vysledky z prikladu a, — eliminujme vektor b

8: FG = —a+zb
f=FH= —3§+%B
é=—a+-b /.4
f= —33+§B 1.(-12)
48=—43 +3b
—12f=363-3b
48 — 12f =323 /:32
1 32
~e—=f=2a
8 8
druhykrat eliminujeme vektor a
€= —5+§E 1.(-3)
f=—-33+-b
38=33-2b
4



I’Z=—33+Zb
38+ f=-2b /:(-2)
2g-2f=b
2 2
K§=33=3GB—33=33—3F
8 8 8 8
AD=3b=3G3—lQ=36—if
2 2 \2 2 4 4
BF:Eb:E(EE—lf):gé’—if
4 4 \2 2 8 8
Dczzﬁzz(la—if)zlﬁ—if
8 8 4 4
CG=-d=-(;8-2f)=2f-28
8 8 8 8
DH=—1b=—lG3—lQ=lf—ia
2 2 \2 2 4 4
AF:ﬁnﬁb=3Gs—EQ+3G6—10=33—%+33—%e33—3f
4 8 8 4 \2 2 8 8 8 8 2 2
AG=2b+2d=2(3e—Sf)+2(38-3f) =28 -f+5e-2f=28-1f
. 2 2 \2 2 8 8 4 4 4 4 2 2
FG=¢
FH=f
Vyjadrite vektor K ako linedrnu kombindciu ostatnych vektorov:
a, K(3; -5); 3(-2; 1); b(-3; -2) b, K(1; 1); &3; -4); d(1; 2)
¢, K(-7; 10); 8(5; 3); 1(-2; 3) d, K(-2; -6); 8(6; 2); h(-1; 1)

K=M.3 + 22D = A (-2; 1)+ 2035 -2) = (<201 A1) + (<3%2; -202) = (<21 — 3023 A — 202)
(3;-5) = (20 = 3h; M —202) © (3=-201 —3h A-5 =1 —2))

3=-2A1 -3\
S=M-20 1.2
3=-2A1 -3
-10 =2h1 — 402
-7 =-Th 1:(-7)
1=n
S=Mm-21 +2
3=M
k=-33+1b

K= M8+ Ao = M3 -4) + Aan(13 2) = (Bhrs -4h) + (O 202) = (3h1 + Ao -4A + 212)
(L;D=0CA+A;-4M+20) © (1=30+0A1=-4) +20)

1=30+0 /1.(-2)
1 =-40 + 20
-2 =-6\1 =202
1 =-40 + 20
1=-100 /:(-10)
1
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k=M€ + Xz._f): A.(5; 3) + A2.(-2; 3) = (5A1; 3M) + (-2h2; 3A2) = (SA1 — 2h2; 31 + 3)\2)
(-7;10) = (5M = 2A2; 30 + 3h) © (-7=5M -2 A 10 =3\ + 3h2)

-7=5M -2k /.3
10 =3A1 + 3% /.2
21 = 1501 — 6A2

20 = 6\ + 6)2



-1=210 /:21
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K=2.8 + 2. = A1.(6; 2) + ha(-1; 1) = (6h13 2h1) + (-1h2; A2) = (6M1 — A2 21 + h2)
(-2;-6) = (6 —A2; 2M1 +X2) © (2=6A1—Q2 A-6=2N1 + h2)

2=06A1 — A2
-6 =2\ + A2
-8 =8\ /-8
-1=M
6=2.(-1)+A2
4=k
K=—g-4h

Linearna zavislost’ a nezavislost’ vektorov

D1. Vektory st linedrne zdvislé, ak aspoii jeden z nich mdZeme vyjadrit’ ako linedrnu kombindciu ostatnych.

I A M. s MmER: A =ha, +A3.a3 + Aay + ...+ Anay,
Da2. Vektory su linedrne zdvislé, ak nulovy vektor mdZem dostat’ takou linedrnou kombindciou tych vektorov,
kde aspon jeden koeficient je r6zny od nuly.

0=Ma;+hdy + a3 +... +ma, =3I NZ0AI € [1; 1]

D1. Vektory st linedrne nezdvislé, ak ani jeden z nich nemoZeme vyjadrit’ ako linedrnu kombindciu ostatnych.
D2. Vektory su linedrne nezavislé, ak nulovy vektor jedine takou linedrnou kombindciou mdzeme dostat’, kde
vSetky koeficienty su nuly.

0=M.a; + M8y + 333 +... + 3, 2V L=0Ai€[l;n]

V. Dva vektory prave vtedy su linedrne zdvislé, ak si rovnobeZzné (potom podiel vel’kosti vektorov — alebo opa¢na
hodnota — je ¢islo, ktorym ak ndsobim jeden, dostanem druhy). Ak dva vektory st réznobezné (zvieraju iny uhol,
ako 0° alebo 180°), potom su linedrne nezavislé.
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linearne zavislé

V. Tri vektory v rovine su vZdy linedrne zavislé.
- bud’ st medzi nimi aspon dva vektory rovnobezné

2 4 6 8 10 12 14 16

linearne nezavislé

- alebo doplnenim na rovnobeZnik graficky moZeme urcit’ linedrnu kombindciu — presne urcit’
linedrnu kombinaciu mdézeme rieSenim sistavy rovnic
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umiestnime vSetky tri do jedného bodu (napriklad do zaciatku stiradnicovej sistavy
doplnime na rovnobeZnik — v koncovom bode tretiecho vektora (ktory sa snazime vyjadrit’ ako linedrnu
kombindciu prvych dvoch) vedieme rovnobezné priamky s prvymi dvomi vektormi
a pomer dizky strany rovnobeZnika a velkost rovnobeZného vektora je koeficient linedrnej kombinacie

— znamienko musime doplnit’ podl’a smeru (vid'. A2.b md opacny smer ako samotny vektor B)

P. V priestore mdZeme mat’ maximaélne tri vektory, ktoré tvoria linedrne nez4visld sistavu. Styri vektory vzdy
budu linearne zavislé.

Najjednoduchsi priklad, ak zobereme tri navzdjom kolmé vektory: jeden v smere x-ovej, druhy y-ovej a treti z-
ovej osi.

Ani nemusia byt’ navzdjom kolmé. Staci, ak treti vektor zviera nenulovy uhol s rovinou ur¢enou prvymi dvomi
vektormi.
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linearne nezavislé

priklad:
Zistite, ¢i uvedené vektory su linedrne zavislé:
a,3 (2;7); b (-4; -12) b, ¢ (20; -15); d (-8; 6)
ak su linedrne zdvislé, potom jeden je ndsobkom druhého
IreR:3=Ab

(2;7) = h(4: -12)
(2;7) =(-4.2; -12.0) ©
2=-4L A T=-12)

2 7
—==A N ——==A
4 A 12
dostali sme dve rozne hodnoty = st linearne nezavislé
-
¢=Ad

(20; -15) = 1.(-8; 6)
(20; -15) =(-8.1; 6.1) &



20——8XA -15= 67»
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dostali sme rovnake hodnoty = st linedrne zavislé
Zistite, ¢i uvedené vektory su linedrne zavislé:
2,3 (7;-5) € (2 1); £ (1;2) b3 (-3;-2); 8 (1;-1); h (-15-2)
d=M.E+ Kz._f): AL(2; 1) + Ao.(15 2) =205 1TA) +(1A2; 2A2) = (2M + 25 A1 + 2A2)

(7;-5)=CM + s M +20) ©
T=2h+X AN -S5=M+20

T=2M+N
S=h+ 20 1.(-2)
T=2M+N
10 =20 — 40
17 =-3) /:(-3)
17
_? — 7\‘2
17 34
-5=m+2(—?) =
L
3

19 o
5-€- —f = sd linearne zavislé

a=
a=M.g+ 7»2 h= A.(1;-1) + Ao.(-15 -2) =(1A1; -1A1) +(-1A2; -2A2) = (A1 — A2; -A1 — 2h2)
(3:;-2))=(M =25 -A1 —20) ©

SB=M-A

2=-M-2h

-5=-30 /:(-3)
5
3=k

F=n-2 [+2
. 3 3

—2= ;le )
a=— % g+ +2.h = si linedrne zdvislé

Zistite, ¢i tri body lezia v jednej priamke: A(3; 7), B(10; -2), C(5; 1).

V rovnobezniku ABCD je bod K stredom strany BC a L stredom strany CD. Vyjadrite vektory: AB, AD, BK, DL,
E, ﬁ, E, ﬁi KL pomocou vektorov:

D L C
b K
A d‘ B
—=AB a b=AD b,e=AK a f=AL c,§=ﬁ)a§/’=@
Zistite, ¢i uvedené vektory st linedrne zavislé:
a,3(-1;1),b(1; 1) b, € (6;-2),d (-3; 1)

Vyjadrite vektor € a vektor h ako linedrnu kombinéciu ostatnych vektorov:
a, € (2:4), f(1;3), 8 (0:-4) b, b (7:5),7 (15 1),7(0; 1)
NapiSte vektor D — A ako linedrnu kombinéciu vektorov B — A a C — A, ak: A(3; 5), B(2; 10), C(5; -2), D(5; 4).



Zistite velkost vektora X = 2m — 30, ak: m = (9; 12), n = (1; -4).

Ur¢te chybajtice stiradnice tak, aby vektory a, b boli linedrne zdvislé:
a,a=(-2; a), b = (bl; - %), ked a» = by
b,a=(a;;9),b=(4; b2), ked ai=b,



