JAL — 6. prednaska

Vyhledavaci tabulky Il.



Obsah prednasky

Binarni vyhledavani
m Dijkstrova metoda

m binarni vyhledavaci stromy
o BVS se zarazkou
o AVL stromy
Stromy s vice klici ve vrcholech
m (a,b)-stromy
m RB stromy (LLRB)



Binarni vyhledavani

Lze provést nad serazenou mnozinou klicu ve
strukture s nahodnym pristupem (v poli).
Pripomina metodu puleni intervalu pro hledani
jediného korene funkce v daném intervalu

Vyhoda: €asova slozitost vyhledavani je v nejhorsim
pfipadé logaritmicka: log, (n)

K zamysleni: Pro ne {10, 100, ..., 1.000.000} porovnejte zaokrouhlené
hodnoty pro nejhorsi pripad binarniho vyhledavani a pro nejhorsi pripad
sekvencniho vyhledavani.




Binarni vyhledavani — algoritmus

Binarni vyhledavani lze pouzit pro serazenou mnozinu
klicd, tzn. musi platit:

t.array[0] .key < t.array[l].key < .. < t.array[t.n-1].key




Binarni vyhledavani — algoritmus

left « 0 // levy index
right « t.n-1 // pravy index
do:

middle «~ (left+right) div 2
if k < t.array[middle] .key:

right <« middle-1 // hledana polozka je vlevo
else:
left « middle+l // hledand polozka je vpravo

while (k # t.array[middle] .key) and (left £ right)
return (k = t.array[middle] .key)



Binarni vyhledavani

Mechanismus vypoctu stfedu je = (left + right) div 2

=y o= A

Rozhodovaci strom binarniho vyhledavani popisuje proces vyvoje vypoctu

stredu pro pole [0..16]:
8
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Binarni vyhledavani — Dijkstrova varianta

E.W. Dijkstra — vyznamny teoretik programovani druhé
poloviny minulého stoleti.

Vychazi z predpokladu, Ze v poli mize byt vice polozek se
shodnym klicem.

m Nenastava ve vyhledavaci tabulce.
m Pouziti pro ucely razeni metodou Binary-insert sort.

Je-li v sefazeném poli vice klicu se stejnou hodnotou,
polohu kterého z nich ma vratit mechanismus Search?

m Obvykle néktery z krajnich.
m NejCastéji posledni ze stejnych.




Dijkstrova varianta — algoritmus

Dijkstrova varianta umoznuje existenci vice prvkd se shodnym
klicem, pro hledani nejpravejsiho musi platit:

t.array[0] .key £ t.array[l].key < ...
. £ t.array[t.n-2].key < t.array[t.n-1].key

a pro vyhledavany klic musi platit:

(k < t.array[t.n-1].key)




Dijkstrova varianta — algoritmus

left « O
right « t.n-1
while right # (left+1l):
middle ~(left+right) div 2
if t.array[middle] .key < k:
left « middle
else:
right « middle
return ((k = t.arrayl[left].key), left)




Dijkstrova varianta — priklad

Priklad:

V poli: 1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,2 najde algoritmus kli¢ K=1 na
pozici 9.

V poli: 1,2,3,4,5,5,6,6,6,8,9,13 najde algoritmus klic K=6 na
pozici 8 (pocitano od 0).

index 'O (1 |2 |3 (4 5 6 7 8 |9 10 11
hodnota |1 2 |3 |4 '5 {5 |6 6 6 |8 {9 | 13

I middle =5 (5<6): left=5

I middlei= 8 (6<6): left = 8

Imiddle =9 (8 £ 6):right=9

I na pozici left je hledany klic




Dijkstrova varianta

Rozhodovaci strom Dijkstrovy varianty pro pole [0..16] ma tvar:

Dijkstrova varianta konci vzdy za stejnou dobu, urcenou
hodnotou dvojkového logaritmu poctu prvkd.
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Binarni vyhledavani — hodnoceni

Vyhledavani (operace Search) ma logaritmickou
casovou slozitost: log, (n)

Operace Insert a Delete maji stejny charakter jako u
sekvencniho vyhledavani v serazeném poli — vyzaduiji
posuny segmentu pole!

Je vyhodné pro statické tabulky, kde se neméni

pocCet prvku a neni nutny potencialné ¢asové
narocny posun segmentu pole.
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Binarni vyhledavaci strom

Usporadany strom: korenovy strom, pro jehoz kazdy

uzel plati, Ze n-tice jeho synu je usporadana.

Binarni vyhledavaci strom:

Binarni usporadany strom, pro jehoz kazdy uzel plati:

m |levy podstrom tohoto uzlu je bud prazdny nebo obsahuje
uzly, jejichz hodnota je mensi nez hodnota tohoto uzlu a

m pravy podstrom tohoto uzlu je bud prazdny nebo obsahuje
uzly, jejichz hodnota je vetsi nez hodnota tohoto uzlu.
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Binarni vyhledavaci strom — priklady

degradovany na
sekvenci

Prichod InOrder BVS stromem dava sefazenou posloupnost:
levy strom: 10, 20, 25, 40, 41, 43, 45, 47, 50, 60, 65, 80, 90
pravy strom: 10, 20, 30, 60, 70, 80, 90
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Vyhledavani v binarnim stromu

Vyhledavani v BVS je podobné binarnimu
vyhledavani v serazeném poli:
m Je-li vyhledavany klic roven koreni, vyhledavani konci
uspesnym vyhledanim.
m Je-li klic mensi, pokracuje vyhledavani v levém podstromu,
je-li vétsi, pokracCuje v pravém podstromu.

m Vyhledavani konci neuspésne, pokud je prohledavany
(pod)strom prazdny.
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BVS — implementace

Datové typy pouzivané pro BVS jsou podobné jako
pro dvojsmeérny seznam nebo binarni strom:

typedef struct tnode
{
TKey key;
TDhata data;
struct tnode *1Ptr;
struct tnode *rPtr;
} TNode;

16



BVS — Search (rekurzivni verze)

TKey k)

bool function Search (TNode *rootPtr,
if rootPtr = NULL:

return (false) // nenasli Jjsme

else:
if rootPtr->key = k:
return (true) // nasli jsme
else:

if k < rootPtr->key: // hledédme v levém podstromu

return (Search (rootPtr->1Ptr, k))

else: // hledéme v pravém podstromu

return (Search (rootPtr->rPtr, k))

17



BVS — Search (vracejici ukazatel)

TNode* function SearchTree (TNode *rootPtr, TKey k)
if rootPtr = NULL:

return (NULL) // nenasli jsme
else:
if rootPtr->key # k:
if k < rootPtr->key: // hledame vlevo
return (SearchTree (rootPtr->1Ptr, k))
else: // hledame vpravo
return (SearchTree (rootPtr->rPtr, k))
else: // nasli jsme a vracime uzel

return (rootPtr)
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BVS — Search (nerekurzivni verze)

bool function Search (TNode *rootPtr,

search « false
finish « rootPtr = NULL
while not finish:
if rootPtr->key = k:
finish <« true
search « true
else:
if k < rootPtr->key:
rootPtr « rootPtr->1Ptr
else:
rootPtr « rootPtr->rPtr
if rootPtr = NULL:
finish « true
return (search)

//

//
//

TKey k)

nasli jsme

hledame vlevo

hledame vpravo
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K procviceni

Vytvorte nasledujici nerekurzivni varianty zapisu funkce
pro vyhledavani v BVS:

funkce vrati booleovskou hodnotu a prostrednictvim
parametru where ukazatel na nalezeny uzel
(pro Search = false je where nedefinovano)

funkce vrati ukazatel where na nalezeny uzel
a NULL v pripadeé neuspésného vyhledavani

20




BVS — Insert

Aplikuje aktualizacni semantiku:
m pokud uzel s danym klicem existuje, prepise stara data
novymi.
m Kdyz uzel s danym klicem neexistuje, vlozi novy uzel jako
terminalni tak, aby byla dodrzena pravidla BVS.
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BVS — Insert

Pro zkraceni zapisu pouzijeme pomocnou funkci, ktera vytvori
uzel:

TNode* CreateNode (TKey k, TDhata d)
{
TNode *newPtr = (TNode *) malloc (sizeof (TNode)) ;
// zkontrolovat Uspésnost operace malloc
newPtr->key = k;
newPtr->data = d;
newPtr->1Ptr = NULL;
newPtr->rPtr = NULL;
return newPtr;
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BVS — Insert (rekurzivni zapis)

TNode* function Insert (TNode *rootPtr, TKey k, TDhata d)

if rootPtr = NULL: // vytvo¥eni nového uzlu
return CreateNode (k,d)
else:
if k < rootPtr->key: // jdeme vlevo
rootPtr->1Ptr « Insert (rootPtr->1Ptr, k,d)
else:
if rootPtr->key < k: // jdeme vpravo
rootPtr->rPtr « Insert(rootPtr->rPtr, k,d)
else // prepiseme stard data novymi

rootPtr->data « d
return rootPtr
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BVS — Insert (nerekurzivni verze)

Pouzijeme pomocnou funkci SearchIns, ktera se
pokusi najit prvek s danym klicem.

Vraci nasledujici hodnoty:

m Booleovska hodnota, ktera udava, zda byl prvek s danym
klicem nalezen.
m Ukazatel na uzel, ve kterém hledani skoncilo:

o Uspé&né — bude prepsana hodnota v tomto uzlu.
o Neuspésné — uzel, ke kterému bude novy prvek pripojen.
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BVS — Insert (nerekurzivni verze)

(bool, TNode*) function SearchIns (TNode *rootPtr, TKey k)
// Vyhledani za uc¢elem nerekurzivniho vkladéani
found « false
if rootPtr = NULL:
where « NULL

else:
do:
where — rootPtr // uchovani hodnoty where
if k < rootPtr->key: // posun doleva
rootPtr « rootPtr->1Ptr
else:
if rootPtr->key < k: // posun doprava
rootPtr « rootPtr->rPtr
else:
found « true // nasel

while not found and (rootPtr # NULL)
return (found, where)
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BVS — Insert (nerekurzivni verze)

TNode* function Insert (TNode *rootPtr, TKey k, TData d)
found, where ~ SearchlIns (rootPtr, k)

if found:
where->data « d // prepséani starych dat novymi
else:
newPtr « CreateNode (k,d)
if where = NULL: // novy koren do prazdného stromu
rootPtr « newPtr
else: // novy se pripoji jako list ..
if k < where->key: // .. vlevo
where->1Ptr « newPtr
else: // .. vpravo

where->rPtr « newPtr
return rootPtr
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BVS Ruseni uzlu — operace Delete

Pri ruseni uzlu je treba rozlisit, o jaky uzel se jedna:
m Terminalni uzel — ruseni je snadné.
m Uzel s jednim synem — také snadné.
m Uzel se dvéma syny — komplikovanéjsi.

Ruseni terminalniho uzlu:

O \@Qﬁ free |

ruseny prvek 1
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BVS Ruseni uzlu — operace Delete

Ruseni uzlu, ktery ma pouze jednoho syna:
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BVS Ruseni uzlu — operace Delete

Ruseni uzlu se dvema syny — kam pripojit oba syny?
Spatné Fedeni:
m |evy podstrom ruseného uzlu pripojime
na nejlevejsi uzel pravého podstromu,

m nebo pravy podstrom ruseného uzlu pripojime
na nejpravejsi uzel levého podstromu (viz obrazek nize).

m zvysuje vysku stromu, a tim prodluzuje maximalni dobu vyhledavani.
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BVS Ruseni uzlu — operace Delete

Ruseni uzlu se dvéma syny — kam pripojit oba syny?
Spravné reseni:
m uzel nezrusime fyzicky, ale prepiseme hodnotou takového

uzlu, ktery Ize zrusit snadno, a pri prepisu nedojde
k poruseni usporadani BVS

m Vhodny uzel:

o nejpravejsi uzel levého podstromu ruseného uzlu
(maximum v levém podstromu) nebo

o nejlevéjsi uzel pravého podstromu ruseného uzlu
(minimum v pravém podstromu).
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BVS — ruseni uzlu se dvéma syny

@ O
ONORO ONSRO.
@ O
L T,
ofoRoRo ORORVNO,
\Lfree}




BVS — Delete (rekurzivni verze)

Pouzijeme pomocnou funkci BVSMin, ktera nalezne uzel,
jehoz hodnotou lze prepsat ruseny uzel — varianta vracejici
nejlevejsi uzel vdaném podstromu:

TNode* function BVSMin (TNode *rootPtr)
// funkce vrati ukazatel na nejlevéijsi uzel v daném

// neprazdném(!) stromu
if rootPtr->1Ptr = NULL: // dalsi levy uZ neexistuje
return rootPtr
else: // pokracujeme vlevo

return BVSMin (rootPtr->1Ptr)
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TNode* function BVSDelete (TNode *rootPtr, int k)

if rootPtr = NULL: // prazdny (pod)strom
return NULL

else:
if k < rootPtr->key: // ruSeny kli¢ je v levém podstromu

rootPtr->1Ptr « BVSDelete (rootPtr->1Ptr, k)
return rootPtr
else:
if rootPtr->key < k: // ruseny kli¢ je v pravém podstromu
rootPtr->rPtr « BVSDelete (rootPtr->rPtr, k)
return rootPtr

else: // nalezen uzel s danym klicem
if (rootPtr->1Ptr = NULL) and (rootPtr->rPtr = NULL) :
free (rootPtr) // ru$eny nema Zadného syna
return NULL
else:

if (rootPtr->1Ptr # NULL) and (rootPtr->rPtr # NULL):
// ru$eny ma oba podstromy
TNode *min « BVSMin (rootPtr->rPtr) // najdi minimum
rootPtr->key « min->key // nahrad
rootPtr->data «~ min->data
rootPtr->rPtr « BVSDelete (rootPtr->rPtr,min->key)
return rootPtr
else: // ruSeny ma pouze jeden podstrom
if rootPtr->1Ptr = NULL: // ruSeny nema levého syna
TNode *onlyChild « rootPtr->rPtr

else: // ruSeny nemd pravého syna
TNode *onlyChild < rootPtr->1Ptr
free (rootPtr) 33

return onlyChild



BVS se zarazkou

rootPtr

Pred vyhledavanim se do
zarazky vlozi klic a nemusi
se kontrolovat konec. 50

rootPtr | Prazdny strom
se zarazkou

auxNull
[ Zarszka g
auxNull 34




K procviceni:

Implementujte operaci Search v BVS se zarazkou.

Je dan nevyvazeny BVS a je zadan (maximalni) pocet jeho
uzlG. Vytvorte jeho vahové vyvazenou verzi. Redeni (véetné
definice typu) zapiste ve formeé rekurzivni i nerekurzivni
funkce.

Ndpoveda: Do pomocného pole vlozite vSechny hodnoty
nevyvazeného stromu a z pole pak vytvorite novy, vahovée
vyvazeny strom.

Obtiznéjsi varianta: Pocet uzll stromu zadan neni,

je treba jej nejdrive spocitat.
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BVS - shrnuti

Casova sloZitost operaci Search, Insert, Delete?

m Bohuzel n — protoZe strom mUzZe degradovat na seznam ®
Costim?

m Potrebujeme zajistit, aby byl strom kosaty — vyvazeny.
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AVL stromy

Vyskové vyvazeny strom — AVL podle ruskych matematiku
Adélson-Velski a Landis.

Je maximalné o 45 % vyssi nez vahové vyvazeny strom.
Vyskove vyvazeny binarni vyhledavaci strom je strom, pro
jehoz kazdy uzel plati, Ze vyska jeho dvou podstromu je stejna
nebo se lisi o 1.

Znovuustaveni vyvazenosti binarnich stromu po operacich
Insert nebo Delete:

m U vdhové vyvazenych stromu obtizné.

m U vyskove vyvazenych stromu lze provést rekonfiguraci
uzl( (rotaci) v okoli tzv. kritického uzlu.
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Vyskove vyvazeny strom

Priklad vyskové

|

Q
< %vyva’ieného stromu
f O ?\Q\@
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AVL stromy

Kriticky uzel — nejvzdalenéjsi uzel od korene, v némz je v dusledku vkladani
nebo ruseni porusena rovnovaha.

Priklady poruseni rovnovahy operacemi Insert a Delete:

O/O\O :
¥ N

¥ N
'
O O O f%% C?

/

O

Insert Delete

O II, +

NS Q

o o ¢ N ﬁkritickv uzel ]
/

PR N

O O .
kriticky uzel } f\
O

o—

zruSeny uzel

pridany uzel }
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AVL stromy

Kazdému uzlu prifadime vahu takto:

m 0: zcela vyvazeny uzel

m -1:vyska levého podstromu je o jedna vétsi

m 1:vyska pravého podstromu je o jedna vétsi
Pokud v ramci operace Insert nebo Delete dojde ke zméné
vahy na hodnotu -2/2, je potfeba situaci napravit.

Mohou nastat 4 rlizné situace, které se napravuji ruznymi
zpusoby:

m LL: kriticky uzel je prilis tézky vlevo a jeho levy syn je tézky vlevo

m LR: kriticky uzel je priliS tézky vlevo a jeho levy syn je tézky vpravo

(4 v v

m RR: kriticky uzel je pfilis tézky vpravo a jeho pravy syn je tézky vpravo

[ 4 v v

m RL: kriticky uzel je pfilis tézky vpravo a jeho pravy syn je tézky vlevo
40




AVL stromy

Po operaci Delete mohou nastat 2 dalsi situace:
m kriticky uzel je pfilis tézky vlevo a jeho levy syn je vyvazeny — obdoba
situace LL, resi se stejnym zpusobem.
m Kriticky uzel je prilis tézky vpravo a jeho pravy syn je vyvazeny —
obdoba situace RR, resi se stejnym zpusobem.

Pozn.: Pri operaci Insert nas zajima vaha toho syna kritického uzlu, v jehoz
podstromu doslo k vlozeni uzlu. Pfi operaci Delete nas zajima vaha
opacného syna nez toho, v jehoz podstromu doslo k odstranéni uzlu.
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AVL stromy

Situaci LL opravime pravou rotaci

Situaci LR opravime dvojitou rotaci — leva rotace nasledovana
pravou rotaci

Situaci RR opravime levou rotaci

Situaci RL opravime dvojitou rotaci — prava rotace
nasledovana levou rotaci

Right Rotation o e
>
< :
o e Left Rotation
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Situace LL po operaci Insert

Opravime jednoduchou rotaci vpravo

Vaha=0

/ \ Viha = 0

., f’l /@

T2 T3
n n O n n

Uzel nad kritickym




Situace LR po operaci Insert

Opravime dvojitou rotaci — vlevo a vpravo

Konfiguraci lze prekreslit do tvaru uvedeného vpravo.

Pfidany uzel ma levou
a pravou variantu
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Situace LR po dvojité rotaci

Vaha: 0

Vaha: 0 Vaha: 1

N

T1 T2' T2"
n n-1 n-1

O O
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Situace LL po operaci Delete

o Vaha uzlu Vaha uzlu
Kriticky uzel A=-12 -2

B=1
Vaha uzlu . > ll Vaha uzlu
B=0 A=-1
e T3
T1
n

T2 T3

n+1 n+1




Situace RL po operaci Delete

1= 2

DRL

T3
/ :
' | T2"
v
n -1 n-1
n-1 1 n
n 0 n

T T2 T2 T3
n n
= .

n n-1
n-1 n
n n
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AVL stromy — implementace

Po operaci Insert/Delete je potreba Sitit informaci o zméné
vysky nékterého podstromu (pokud k ni dochazi) smérem ke
koreni.

Pokud je v nékterém uzlu porusena vyskova vyvazenost
(kriticky uzel):

m Vyhodnotime situaci.

m Provedeme prislusnou akci k napraveé.

m V pripadé potreby (pokud dojde ke zméné) Sifime dale informaci
o0 zméneé vysky celého podstromu (vcetné kritické uzlu).
m Pozn.: Snazsi ale méné efektivni reseni: zadnou informaci o zméné

vysky nesifime, ale kontrolujeme vysku obou podstromu ve vsech
uzlech smérem ke koreni.
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AVL stromy — implementace

Sireni informace a pripadnou napravu snadno zajistime pfri
vyuziti rekurze:

m Pri hledani mista pro vloZzeni nového uzlu prochazime stromem
smérem dol.

m Po vlozZeni se ukoncuji jednotliva volani funkce Insert — nez se ukonci
muUzeme (pfi ndvratu z rekurze):

o Spravné nastavit novou vahu daného uzlu
o Zkontrolovat vyskovou vyvazenost
o Pripadné provést potrebnou rotaci.
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AVL stromy — implementace

Tunction Insert

re

NULL:

rootPtr

Insert !

Insert

Zde provedeme to, co je tfeba provést pred
navratem z rekurze
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Prava rotace — implementace

TAVLNode * rightRotate (TAVLNode *y)
{ // TAVLNode obsahuje proménou height typu int
TAVLNode *x = y->1Ptr;
y=->1Ptr = x->rPtr;
X->rPtr = y;
// oprava vysSek prohozenych uzlu
y->height = max(heightN(y->1Ptr), heightN(y->rPtr))+1;
Xx->height = max(heightN(x->1Ptr), heightN(x->rPtr))+1;
return x;

Pozn.: Funkce heightN () zde vraci hodnotu height ulozenou v daném uzlu,
pokud tento uzel existuje. Pokud neexistuje vraci hodnotu 0.
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AVL strom - shrnuti

Casova sloZitost operaci Search, Insert a Delete
bude log(n) ©
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Vyhledavaci strom

Obecny vyhleddvaci strom je zakorenény strom s urcenym poradim synd
kazdého vrcholu. Vrcholy délime na vnitrni a vnéjsi, pricemz plati:

Vnitrni (interni) vrcholy obsahuiji libovolny nenulovy pocet klic. Pokud ve
vrcholu leZi klice x; < ... < x,, pak ma k + 1 synu, které oznacime s,,..., s,.
Klice slouzi jako oddélovace hodnot v podstromech, Cili plati:

T(sg) <Xy <T(s7) <X, < oo <X < T(Spq) < %X <T(s});

kde T(s;) znaci mnozZinu vSech klicu
, smaller than K
z daného podstromu. .

larger than R

Vnéjsi (externi) vrcholy neobsahuiji twee
zadna data a nemaji zadné CE M O w
potomky. Jsou to tedy listy stromu. /7'< /ﬁ
F G SV) Yz
/Q /E? f_'_\_j‘) ff‘\) f‘l) r-‘e 1 \J 1 J
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(a,b)-stromy

(a,b)-strom pro parametry a = 2, b > 2a-1 je obecny vyhledavaci strom,
pro ktery navic plati:

1. Kofen ma 2 aZz b syn(, ostatni vnitfni vrcholy a az b synd.

2. Vsechny vnéjsi vrcholy jsou ve stejné hloubce.

(a,b)-strom s n kli¢i ma hloubku O(log n).

8 12 17

N

13 16

19

20 60
43 74 91
28 31| |56 71| |75 80 89| |94
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Vkladani do (a,b)-stromu

Nevklédéme nov{/ Iist (poru§en|' pravidla 0 stejné hloubce vnéj§|'ch uzla)

eVV/

aniz by doslo k preplnéni uzlu — vlozime.

Pokud by mélo dojit k preplnéni uzlu, uzel rozstépime, prostredni kli¢ vlozime
do nadrazeného uzlu (abychom mohli pfipojit 1 syna navic) a zbyvajici klice
priradime do novych vrchold.

Pridanim klice do nadrfazeného vrcholu posuneme problém stépeni uzlu

o uroven vys.

Bude-li potfeba rozstépit

koren, vytvorime novy / /
koren s jedinym klicem

a cely strom se o hladinu Lhu u Lk .{k H\ / K \
prohloubi. /Cz \

0y uk4.51
F Y Y Fr Y N
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Vkladani do (a,b)-stromu

Varianta: zcela naplnéné uzly jsou Stépeny uz cestou dolt
stromem, pfi vyhledavani mista, kam ma byt novy prvek
viozen.
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Vkladani do (2,4)-stromu

Split 4-node to

E insert N E R
A C D/)%R s )/) Mﬁe,:'zn

E R
ACD’IN S’
insert X spiit &-node to

insert 8 / C ER — J)
.
spiit 4-node to ;i'_f‘),_) ‘FI'UEJ ,J and then insert
.( £ h‘! /
f-( ,.{ \ pon kw.'l

o aen |




Mazani v (a,b)-stromu

KIic na nejnizsi hladiné lze smazat primo, ale nesmi vzniknout
uzel s nedostatecnym poctem synd.

Klice na vyssich hladinach nelze smazat primo, nahradime jejich
hodnotu napr. nejnizsim klicem z nejlevéjsiho vrcholu pravého
podstromu a ten potom smazeme.

Redeni nedostateéného poétu synl s vyuZitim bratra:

m Ma-li bratr (Ize vybrat levého i pravého) pouze a syn(, slouc¢ime
podmérecny uzel s bratrem a doplnime uzel klicem z otce (mozny
problém nedostatku synu se presune na otce).

m Ma-li bratr vice nez a synu, odpojime od néj nejpravéjsiho syna ¢
a nejvetsi klic m. Kli¢ m presuneme do otce, z otce prislusny klic
presuneme do podmeérecného uzlu a pred néj pripojime syna c.

Pokud zmizi z kofene vsechny klice, je koren smazan,
¢imz se snizi vyska stromu.
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Mazani ve (2,3)-stromu
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Shrnuti (a,b)-stromy

Casova sloZitost: O(log n) (délka viech cest od kofene
k listdm je stejna)
Doporuceni: nevolit b vyrazné vétsi nez je dolni mez (2a-1)

Obvykle se pouzivaji (a, 2a-1) nebo (a,2a)-stromy, Casté
parametry: (2,3) nebo (2,4)

eVvvVvV/

vnitrni hladiny obsahuji pouze pomocné klice
(asto minima z podstromu)

B-stromy: varianta optimalizovana pro praci s velkymi bloky dat.
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LLRB stromy

Left-leaning red-black trees
Varianta ¢erveno-Cernych stromu (RB stromu)

LLRB strom je binarni vyhledavaci strom s vnéjsimi vrcholy, jehoz hrany
jsou obarveny Cerveneé a Cerné. Pritom plati nasledujici axiomy:

1. Neexistuji dvé Cervené hrany bezprostredné nad sebou.
2. Jestlize z vrcholu vede doll jedina Cervena hrana, pak vede doleva.

3. Hrany do listd jsou vzdy obarveny Cerné. (To se hodi, jelikoz listy jsou
pouze virtualni, takZze do nich neumime barvu hrany ulozit.)

4. Na vSech cestach z korene do listu lezi stejny pocCet Cernych hran.

LLRB strom — preklad (2,4) stromu na BVS s logaritmickou hloubkou
a moznosti vyvazovani
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Preklad (2,4)-stromu na LLRB

Kazdy vrchol (2,4)-stromu nahradime konfiguraci jednoho nebo vice
binarnich vrcholl

Pro zachovani korespondence mezi stromy zavedeme 2 barvy hran:

m Cervené hrany — spojuji vrcholy tvofici 1 konfiguraci

m Cerné hrany — hrany mezi konfiguracemi (hrany pdvodniho stromu)
Barvu hrany si mlzeme pamatovat v jejim spodnim vrcholu
Vrcholy oznacujeme dle poctu synt jako 2-vrchol, 3-vrchol, 4-vrchol

3-node 4-node

<
~ " ¢ oy 4%,

Transformace 3-vrcholu — nahradime 2 vrcholy a ¢ervena hrana musi vzdy

vést doleva
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Preklad (2,4)-stromu na LLRB
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Vkladani v LLRB

Vyvazenost stromu je udrzovana rotacemi, a to jen cervenych hran.

eVvVvV/

cervené hrany a v pripadé potreby (Cervena hrana vedouci doprava nebo
2 Cervené hrany nad sebou) rotujeme.

rotate H
2 —> = — 4 b

W

rotate
right

g
/,J \
——»%7:‘;:2 ST

1
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Vkladani v LLRB

Pri cesté stromem dolu stépime zcela zaplnéné uzly
(4-vrcholy)

Stépeni je realizovano pomoci piebarveni — tim se uzel
rozstépi a prostredni klic se stane soucasti nadrazeného
vrcholu (vime jisté, Ze se tam vleze, protoze vSechny
4-vrcholy rovnou stépime).

VVvV/ 7

Na nejnizsSi urovni vlozime uzel.

Stépeni mliZze zanechat ve stromu $patné J

konfigurace Cervenych hran (Cervena hrana |

vedouci doprava, nebo 2 cervené hrany nad ”’
o

sebou) — opravujeme pomoci rotaci pri cesté
stromem zpet ke koreni (jednoduché pri
vyuziti rekurze).




Vkladani v LLRB

Jak prebarveni realizuje stépeni uzlu?

color
flip

'J\H","’—»rfeﬁ)
® 9 @D o rd

color rotate

o > ,‘(" fip '%/ ot ,ff)
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Vkladani v LLRB

Jak prebarveni realizuje stépeni uzlu?

color rotate

44 rd o)

/{ ‘e c;)lfgr ( ‘e rolz?tte ')'qx\rztgc;’tte M |
/_J ™ .

,-.-.-J
PR
Sand J,J ® o rd
p—
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Mazani v LLRB

v ’

Mazani vnitfnich uzld se opét resi ndhradou hodnoty z vhodného
uzlu na nejnizsi hladiné a smazanim tohoto uzlu — tedy mazeme
budto minimum z pravého podstromu nebo maximum z levého

podstromu.

Mazani minima: pokud do uzlu na nejnizsi hladiné vede Cervena
hrana, lze smazat primo (odpovida to mazani klice z 3-vrcholu).

Problém: pokud v okoli vrcholu neni zadna c¢ervena hrana
(mazani klice z 2-vrcholu — uzel by si musel pujcit kli¢ od souseda
nebo se s nim spojit).

Redeni: cestou stromem dold provadime Upravy tak, aby aktudlni
uzel nebyl 2-vrchol.

Pomoci uprav mohou vzniknout nekorektni 3-vrcholy nebo
4-vrcholy — ty jsou upraveny pfi navratu z rekurze
(cestou stromem zpét ke koreni).
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Mazani v LLRB

Aby aktuadlni uzel nebyl 2-vrchol, dodrzujeme cestou doll tento invariant:
Stojime-li ve vrcholu v, pak vede ¢ervena hrana budto shora do v
nebo z v do jeho levého syna. Vyjimku dovolujeme pro koren.

Harder case: h.right.left is RED

”g;’ /e Pokud na cesté doleva jsou pod
h"‘ right sebou 2 Cerné hrany, pouzijeme
/J'/}\-J& h // prebarveni a pomoci rotaci
r‘\, s g zkorigujeme okoli.

® IV -y left
/ - * \ h / color
W . A flip

S
Easy case: h.right.left is BLACK ") J h ,
/< /R
Gy v o 4
< ‘_{ —> H /J h.left.left
/ ‘)' {’;T( /J /{ ) turns RED
J J h.left 69



push reds down . fix right-leaning reds
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