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Kapitola XI.
Vlastnosti regularnich
jazyku
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Pumping lemma pro RJ

MySlenka: Pumping lemma ukazuje nekonec¢né
iterace nékterych podretézcii v Fetézcich v RJ.

e Necht’' L je RJ. Pak existuje k = 1 takové, ze:
pokud z € L a lzl = k, pak existuje u,v,w: z = uvw,
1) v+#¢€2)luvl <k 3)prokazdé m =20, uv"w € L

Piiklad: pro RV r = ab”c, L(r) je reguldrni.
Pro tento jazyk existuje k = 3 takové, ze 1), 2) a 3) plati.
eproz=abc:ze L(r)alzl =2 3:uv’w = ab’c = ac € L(r)
P h Vi ) uvlw = ablc = abc € L(r)
VW uvw = ab?*c = abbc € L(r)
v#€, luvl=2<3 .

. — ubbe: 7e LiF ald> 3w = ab%c = abe € L(r)
proz=apae:ze Lnald= 3 0 = bibe = abbe € L
¢« UVW uviw = ab*bc = abbbc € L(r)
® yze luvl=2<3 5
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Pumping lemma: Ilustrace

* L = libovolny regularni jazyk:

r A E I ‘ nic zajimavého

U y W
2) Xk
3)| U | W |e L

U y W e L
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Dukaz pumping lemmy 1/3

* Necht’ L je libovolny regularni jazyk. Potom
existuje DKA M=(0,X, R, s, F)aL=LM).
* Pro z € L(M), M provede Izl pfechodu a M navStivi

Izl + 1 stavu:
- e

*proz=aa,...a,
Izl + 1 stavu

1zl

AL

saa,...a, l-q.a,...a,l—...1-q, a, l-q,
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Dukaz pumping lemmy 2/3

e Necht' k = card(Q) (celkovy pocCet stavu v M).
Pro kazdé z € L alzl = k, M navSstivi neyméné

k + 1 stavu. Protoze k + 1 > card(Q), musi
existovat stav ¢, ktery M navstivi negmén¢ dvakrat.

* Pro z existuje u, v, w takové, ze: z = uvw:

Celkoveé:
sz=suvw l=gvw - gw|="f, fe F
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Dukaz pumping lemmy 3/3

e Obecné tedy M muze provést piechody:
@sul-q; @yvl-q; Gywl-"f,f€ F,tedy:

e prom =0, uv™w = uvw = uw,

s w@qw@f feF

e pro kazdé m > 0,

) v’”w@ qv’”u@ qv™ 1M%D @ qw@ “f, fe F

Celkoveé:
1)gvl-/gq, ; proto vl 21, tedy v # €
2)suv l-qvl-/gq, ; proto luvl <k

3) Pro kazdé m > 0: suv™w |="f, f € F, proto uv™w € L
CBD
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Pumping lemma: Aplikace 1.

* Pomoci pumping lemmy pro RJ Casto provadime
diukaz sporem, Ze dany jazyk neni regularni:

e *l Predpokladejme, ze L je regularni ‘

5 |
Uvazujme PL konstantu k a vyberme z € L, jehoz
délka je zavisla na k tak, Ze Izl = k je vzdy pravdivé

B}

Pro vSechny dekompozice z na uvw, v # €, luvl < k ukdzeme;
- | existuje m > 0, pro které uv™w ¢ L; } SPOR
: |ale podle PL plati vztah: uy™w € L

)

. P Proto
spatny predpoklad ‘ - L neni regularni
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Pumping Lemma: Priklad

Dokazme, Zze L = {¢"b" : n 2 0} neni regularni:
1) Predpokladejme, Ze L je regularni. Necht' k > 1 je
konstanta z pumping lemmy pro jazyk L.

2) Necht z = a*b*: a*b* e L, Izl = lo*b*|l = 2k > k

3) Véechny dekompozice znauvw, v #¢€, luvl <k:

e pumping lemma wwe L
(5.

e iWw = yw = bb...bbeéL

—
Iuvl <k u W

Spor!

4) Proto L neni regularni jazyk
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Poznamka k pouziti pumping lemmy
e Pumping lemma:

poto
pokud| L je regularni ﬁ existuyje k=1 a....

Z.akladni aplikace pumping lemmy:
* dukaz sporem, Ze L neni regularni jazyk.
* Ale nasledujici implikace je Spatna:

— t
pokud [ exisiije >y {Lje reguldrni|

e Nelze pouzit pumping lemmy k
dokazani, ze dany jazyk L je regularni!!
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Pumping lemma: Aplikace II. 1/3
 Pumping lemmu je mozné pouzit k dokazovani
dalSich tvrzeni.

Ilustrace:

e Necht’ M je DKA a k konstanta z pumping
lemmy (k je pocet stavu v M). Potom plati:
L(M) je nekonecny < existuje z € L(M), k < |zl <2k
Diukaz:
1) existuje z € L(M), k <zl < 2k = L(M) je nekonecny:
pokud z € L(M), k < Izl, potom podle PL.:

7= UVW, v;teadaleprokazdem>0 ww e L(M)

\l L(M) je nekoneCny |‘/
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Pumping Lemma: Aplikace 11. 2/3

2) L(M) je nekoneCny = existuje z € L(M), k <zl < 2k:

* Dokazeme sporem, ze plati:

‘L(M) je nekonecny \_’la) existuje z € L(M), Izl 2 k\

b}

‘ existuje z€ L(M), k<lzl < Zk\

a) Dokazeme sporem, ze:

 L(M) je nekonecny = existujez € L(M), Izl > k
Predpokladme, ze L(M) je nekonecCny a neexistuje z € L(M), Izl =k

pro vSechna z € L(M) pllati: Izl < k

' !
SpOl’. T L(M) je kone¢ny



b) Dokazeme sporem:
e existujez e LM), Izl 2k =
existujez € L(M), k <Izl <2k
Predpokl., ze existujez € L(M), Izl 2k k 2k
a neexistujez € L(M), k <lzl <2k -)(—)(—)(—)(—0:;
Necht z, je nejkratsi retézec spliujici z, € L(M), Izl = k
Protoze neexistuje z € L(M), k < Izl < 2k, musi:
Pokud z, € L(M) a lzy| = k, PL zaruCuje: z, = uvw,
a pro kazdé m = 0, uwv™w € L(M)

luwl =12 -1 2k prom=0: www =uw € L(M)
Celkové: uw € L(M), luwl = k a luwl < Iz,!
Qneni @kratéi retézec spliujici z, € L(M), Iz)l > k

— SPOR!

—
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Uzavérové vlastnosti 1/2
Definice: Trida regularnich jazyku je uzaviena
vuci operaci o, pokud vysledek operace o na
libovoln€ regularni jazyky je opét regularni
jazyk.

Ilustrace:

e Trida regularnich jazyku je uzaviena vuci sjednocent.
To znamena:

Ttida regularnich
jazyku

L o]l ., |[=]] L,




14/35
Uzaveéeroveé vlastnost: 2/2

Tvrzeni: Ttida regularnich jazykt je uzaviena
vuci: sjednoceni, konkatenaci, iteraci.

Dukaz:
e Necht' L,, L, jsou dva regularni jazyky
e Potom existuji dva RV ry, r,: L(r,) = Ly, L(r,) = L,;
e Podle definice regularnich vyrazu:
* r,.r,je RV znacici L, L,
*r, +r,je RV znacici L, U L,
* r,” je RV znacici L,
e Kazdy RV znaci regularni jazyk, tedy
L,L, L,u L,, L;”jsouregularni jazyky



. Vstup Uplny KA M=, X, R,s, F)

* Vystup: Uplny KA: M =(0,2,R, s, [),
LM") = L(M)

e Metoda:

o[ =0-F

Priklad:
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KA pro doplnék: Problém

* Pfedchozi algoritmus vyZaduje uplny KA
e Pokud M neni uplny KA, potom M musi byt preved na
uplny KA a pak muze byt pouzit predchozi algoritmus

Priklad: —
Netiplny DKA: ‘ LM”) #L(M)! - c & LM), c & LM, \

1
'b;
@ 0 L(M) L(i\/D

Uplny DKA:

BB B.- 548
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Uzaverove vlastnosti: Dopln€k

Tvrzeni: Ttida regularnich jazykt je uzaviena

vucCi doplnku.

Dukaz:

e Necht’ L je regularni jazyk

e Pak existuje uplny DKA M: L(M) =L -

e Miizeme sestrojit iplny DKAM’: L(M’) = L
uzitim predchoziho algoritmu

* Kazdy KA definuje regularni jazyk, tedy

L je regularni jazyk




18/35
Uzaverové vlastnosti: Prunik

Tvrzeni: Tiida regularnich jazyki je uzaviena
vuci pruniku.

Dukaz:
e Necht’ L,, L, jsou dva regularni jazyky
e L, L, jsou regularni jazyky
(tfida regularnich jazyku je uzaviena vuci dopliku)
e L., UL, je regularni jazyk
(tfida regularnich jazyku je uzaviena vuci sjednoceni)
-Tl UTZ je regularni jazyk
(tfida reguldrnich jazyku je uzaviena vuci dopliku)
e L, L,=L UL, je regularni jazyk
(De-Morganovy zakony)
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Boolova algebra jazyku

Definice: Necht je tfida jazyku uzaviena
vuci sjednoceni, pruniku a doplnku. Potom
tato tfida tvori Boolovu algebru jazyku.

Tvrzeni: Ttida regularnich jazyku tvori
Booleovu algebru jazyku.

Dukaz:
» Ttida regularnich jazyku je uzaviena vuci
sjednoceni, pruniku a dopliku.
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Minimalizace: Rozlisiteln€ stavy

Myslenka: Retézec w rozlisuje stavy p a g,
pokud se DSKA ,,dostane*‘ z pravé z jedné z
konfiguraci pw a gw do koncového stavu.

Definice: Necht M = (0, X, R, s, F) je DSKA a
necht p, g € O, p # g. Stavy p a g jsou rozlisitelné
pokud existuje fetézec w € X takovy, Ze:
pwl=-"p’and gw |-"¢’, kde p’, g € QO a

(p’e Faqg’¢ F)nebo (p’¢ Faqg € F)).

Jinak stavy p a g jsou nerozlisitelné.
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Rozlisitelné stavy: Priklad

* 5 a ¢, jsou rozlisitelné, protoZe napf. pro w =
sal-s ,8 ¢ F
qal-q,,9,€ F

* ¢, aq, jsou nerozliSitelné, protoze pro kazdé w e X"

q-w I—: q>, q, € F
gwl-"q;,q,€ F

 Ostatni dvojice stavi jsou trividlné rozliSitelné pro w = €.
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Minimalni KA

Definice: Necht' M je DSKA. Potom, M je
minimalni KA, pokud M obsahuje pouze
rozlisitelné stavy.

Tvrzeni: Pro kazdy DSKA M, existuje
ekvivalentni minimalni KA M, .

Diukaz: Pouzij nasledujici algoritmus.
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Algoritmus: Minimalizace KA

e Vstup: DSKA M =(0, X, R, s, F)
* Vystup: Minimalni KAM, =(Q, ., X, R, 5., F,)
e Metoda:
*0,.,=Up:pe F},{q:qe Q- F}}
* repeat
if existwje X € QO , de X, X,, X, c X takové, ze:
X=X,uUX, X NnX, =0 and
q:p € X, pd—>q € R} 0, 0,€ 0,
{g,:pr€ X, pd—>q,€ R} N Q=D
then rozStép Xna X, a X, vQ,,

until neni mozné provést dalsi stépeni;
*R.={Xa—>Y:X,Ye Q,,pa—>qe R,pe X,qe Y,ae X}
s =X:seX; F ={X:Xe Q,,XNF#J}
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Minimalizace: Priklad 1/4

me= { {Szf} ’ {q19q29q39q4 } }

— ~ v o

Koncové | | Ostatni
stavy stavy

1) X = { S f } Z Jedne mnoziny Z jedné mnoZiny

— |94

2) X = {q17q29q3’q4} Z. jedné mnoziny
d=a: quo =gt d=b: qube 5

g — |q> 7, — @i =ts.]]

q;ad — |44 q:b —|q,
440 — |93 raUradl'’’

Stépeni: {¢,,9,,0+,q,} = {9192}, 193,94}
X X,

9,0, N0 =D
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Minimalizace: Priklad 2/4

Q= Us/ {90.0:), {95.041)
1) X = {sf}: Z jedné mnoZiny

d=ua: s d=b: sb—
Ja —1s Jb —
2) X = {q 19%}: Z jedné mnoziny Z jedné mnoziny
d=a: qa-|q, d=b: q,b—|s
9> =19 1,0 —=|f
3) X = , }: Z jedné mnoziny
= — d=b: qb—
— b—\q,

Z.adné dalsi Stépeni !!!
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Minimalizace: Priklad 3/4

Q,=1s/t 190953, 193941}

SIERISD (/)0 > (s/) eR,
R: F = {s.f1b > {q.0,} € R,
:g;}:w a0 > {q,.0,} € R,
SR {9,000 > (sf) €R,
cRFD {9,000 = (0.0 € R,
c R} {0,000 = {9,.0,} € R,

i
m M
=X ;

\)
f
ﬂ)

S S
L dL Il Il ]
@«
Mm
=

S S
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Minimalizace: Priklad 4/4

s e {s,[} I::) s, = 1{s,f}

M,=(0,,%.R,,s,, F,),kde: X ={a,b},s, = {s,f)
Q= USS 1 000235 1935043 % Fiy = US S

R, =Us 1o = s/} 810 = {05,0.05 19159230 = 1415921
10230 = 18} 105,000 = 105043, 1495

Celkové:
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Typy KA: Shrnuti

= <
ks -
n < k=
W s s
> | < | E
< |z S| E|¥]E
Q1 LV | =
| |Aalr|Aal =
Pocet vSech pravidel tvaru p — ¢,
kde p.ge O O-nf 0] O] O] O] O

Pocet pravidel tvaru pa — ¢q, pro
libovolné p € Q alibovolné a € 2.

Pocet vSech nedostupnych stavi O0-n|0-n{0-n]0-n| O 0

Pocet vSech neukoncujicich stavi 0-n10-n10-n10-n10-110-1

PocCet vSech moznych téchto
automatll pro jeden regularni jazyk
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Hlavni rozhodnuteln€ problémy

1. Problém clenstvi:
e Instance: FAM, w e X*; Otazka: w e L(M)?

2. Problém prazdnosti:
e Instance: FA M; Otazka: L(M) = O?

3. Problém konecnosti:
* Instance: FA M; Otazka: Je L(M) kone¢ny?

4. Problém ekvivalence:
 Instance: FA M, M,; Otazka: L(M,)=L(M,)?




* Vystup: ANO, pokud w € L(M)
NE, pokud w ¢ L(M)

 Metoda:
oif sw =" f, fe F then napiSCANO’)
else napiSCNE’)

Celkové:

Problém cClenstvi je pro KA rozhodnutelny




e Vystup: ANO, pokud L(M) = &
NE, pokud L(M) # &

 Metoda:
e if 5 je neukoncujici then napiSCANQO’)
else napiSCNE’)

Celkové:

Problém prazdnosti je pro KA rozhodnutelny
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Algoritmus: Problém konecnosti

e Vstup: DKA M =(0, X, R, s, F);
* Vystup: ANO, pokud L(M) je konecny
NE, pokud L(M) je nekoneCny
 Metoda: ]
e Necht’ k = card(Q)
e if existuje z € L(M), k <1zl < 2k then napiSCNE’)
else napiSCANO’)

Pozn.: Tento algoritmus je zalozen na tvrzeni:

L(M) je nekoneCny < existuje z: z € L(M), k<lzl <2k

Celkové:
Problém konecnosti je pro KA rozhodnutelny
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Rozhodnutelné problémy: Priklad
. b
Y

Otazka: ob € L(M)?
sabl-sb|-f,fe F

Odpovéd’s ANO., protoze sab =" f. fe F

Otazka: L M) = ?

Qp=1{/}

l.ga’ > f,qe Q;a’ € X: sb—f,fa—>f
O,={ftu{s,f} ={f,s} ... s je ukonCujici
Odpovéd’: NE, protoZe s je ukondujici

Otazka: Je L(M) konecny" k = Card(Q) =2
Vsechny fetézce z € X™: 2 <lzl < 4: aa, bb,job e L(M), .

Odpovéd’: NE, protoze existuje z € L(M), k<lzl < 2k




. Vstup Dva mlmmalm KA, M,a M,
* Vystup: ANO, pokud L(M,) = L(M,)
NE, pokud L(M,) # L(M,)

* Metoda:
* if M, ma stejnou strukturu jako M, az na

pojmenovani stavu
then napiSCANQO’)
else napiSCNE’)

Celkové:

Problém ekvivalence je pro KA rozhodnutelny
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Problém ekvivalence: Priklad

Otazka: L(M,) = L(M,)?

Minimalni KA

Odpovéd’: ANO, protoze M, . , ma stejnou strukturu
jako M

min2



