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Pr. Latence instrukci (mikroarchitektura Intel Haswell, 2013)

MOV r,r 1
MOV m,r 3

ADD r,r 1

MUL r32 4

DIV r32 22 - 29
ROR, ROL 1
FADD 3
FMUL 5
FDIV 10-24
FSQRT 10 — 23
FSIN 47 — 106
FPTAN 130

Jsou uvedeny minimalni hodnoty latence (kdy nenastane cache miss, zavislost mezi instrukcemi, NaN nebo
jin¢ zvlastni pripady apod.) jako pocet hod. taktl jadra. www.agner.org/optimize/instruction_tables.pdf
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Operace FP

« Cislo X s pohyblivou fadovou &arkou X = M,.BEX zapiseme jako
dvojici (M,, E,), kde mantisa M, je ve dvojkovém dopliikovém kodu,
nebo v ptimém kodu se znaménkem na n,, bitech, exponent Ey jev
kodu s posunutim na ng bitech. Tietim definiénim udajem je hodnota

zakladu B.
« Zikladni aritmetické operace pro dvojici Cisel X, Y s plovouci ¢arkou
jsou:

X+Y=M, 255 +M)28 kde E, < E,
X-Y=(My .28 -M,).2% kde E, < E,
X *Y = (M, .M,).2 Ex+Ey
XY =(M,:M,).2 -5



Pozadované operace

Pro scitani a odcitani:

— 1. Vypocte se v pevné Carce rozdil Ey - E,

— 2. Posune se My o E, - E, biti (tj. doprava, pokud je E, <E,)

— 3. Vypocte se v pevné ¢arce My .2 -8B +/- M,
Dale je zapotiebi provést normalizaci a zaokrouhleni vysledku (viz
prednaska Reprezentace dat). Necht' V = (M, E,)) oznacuje vysledek.
Normalizovat vysledek znamena posouvat mantisu vlevo (vpravo) a
podle toho zmenSovat (zvétSovat) exponent E,, tak dlouho, az se do
sledovaného bitu (v, nebo v,) dostane 1.

Scitani exponenti se provadi v binarni s¢itacce s korekcei, nebo ve
specialni s¢itacce pro posunuty kod.

Scitani mantis se provadi v binarni s€itacce se Sitkou ny, + 2 bitu s
doplnénym zachytnym klopnym obvodem S (viz Sticky bit v prednasce o
Reprezentaci dat).

V pfipadé€ nasobeni (dé€leni) v FP se vyuZije pro nasobeni (déleni) mantis
dedikovana nasobicka (d€licka) mantis pracujici v FX.



Princip obvodove realizace scitacky/odcitacky FP
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Obvodova realizace operaci v FP

Pro operace s pohyblivou ¢arkou provadéné v ramci uvedenych
algoritmu by bylo mozno teoreticky pouzit s¢itacku a nasobicku ALU
s pevnou ¢arkou. V praxi se to vSak takto nedé€je. Obvody aritmetiky s
pohyblivou ¢arkou jsou konstruovany jako zcela nezavisla jednotka s
vlastnim fadiCem.

Délenti Cisel s pohyblivou ¢arkou a celou fadu dalSich operaci (sinus,
kosinus atd.) je mozné v HW provadét iteraCnimi algoritmy.



Newtonuyv iteracni algoritmus

Na ziklad¢ odhadu x; hledame
presnéjsi odhad X, , v bod¢ priseciku
teCny funkce f s osou x. Rovnice
ptimky prochézejici bodem f(x;) je
y - f(x;) = f'(x)(X - X).

Pokladame-li piimku za aproximaci
funkce f(x), mizeme psat

F(Xiq) - TO65) = £/ () (Xiq - X).
V priiseciku tecny s osou X je f(x.,,) =
= 0, takze odtud dostavame iteracni
vzorec

NS i 1)
1+1 l f’(xi)

y

X, = X, = FX)F(X;) f(Xs) fix

f(Xo)

e

— X1 =X = f(xo)/f (Xo)

f(x,)

Xp



Newtonuv algoritmus - déleni

IteraCni vzorec

)
f'(x:)
pouzijeme pro pripad déleni. Mame-li dé€lit ¢islem b, zvolime f(x) = 1/x - b, a

hledame bod priichodu této funkce osou x, tedy bod x, kde f(x) = 0, takze pak

plati 1/x = Db, resp. x = 1/b. Operaci déleni ¢islem b nahradime nasobenim ¢islem
1/D.

Derivace f'(x) = -1/x?, odtud
Xipg =X - (/% -D)/(-1/x2) =
=X +X -bx2=x(2-bx)

Xi+1 = X

Rychlost konvergence zavisi na volbé€ X, a je typicky kvadraticka.



Newtonuv algoritmus deleni - prakticky

Postup vypoctu a/ b je nasledujici:
1. Posune se b tak, aby padlo do intervalu <1, 2) a pomoci tabulky odhadi
zvolime prvni odhad X, .

2. Provedeme krok iteracniho vypoctu X,,, = X; (2 - bx;). Krok 2 opakujeme tak
dlouho, az se dosahne pozadované piesnosti na p bitd, kdy je relativni chyba
(x; - 1/b)/(1/b) = 2. V nasledujicim kroku i1+1 je relativni chyba
(X4 - 1)/ (L/b) = 2°%
3. Vysledek n-t¢ iterace X, vynasobime Cislem a, vysledek x_.a posuneme o
odpovidajici pocet bitt podle kroku 1.



Newtonuv algoritmus déeleni - priklad

Spoctéte bindrné 1/b pro b = 20. (20),, = (10100), X;,; = X; (2 —bx;)
» fadovou carku posuneme tak, aby b € <1, 2), tedy:
10100 — 1,0100 (o 4 bity doleva)
 zvolime napft. X, = 1, potom:
X; = Xo(2 —bxy) =1.(10-1,01)=1.0,11=0,11
X, =0,11(10-1,01.0,11) = 0,11(10-0,1111) = 0,11.1,0001= 0,110011
X3 = 0,110011(10 - 1,01.0,110011) = 0,110011(10 - 0,11111111) =
=0,110011.1,00000001 = 0,11001100110011
atd.

» fadovou Carku posuneme o 4 bity doleva: 0,000011001100110011
Ovéfeni spravnosti: 1/20 =0,05 a
(0,000011001100110011), = (0,051952362),,
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"1.0"

Newtonuv algoritmus déleni v HW

Xiy1 = X (2 = bx;))
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MUX - multiplexer

REG_X-registr x

REG_MINUS_B —registr -b

MULT1 — nasobicka (-b*xi)

ADDER- scitacka (2,0+(-b)*xi)
MULT2 - nasobicka (xi*(2,0+(-b)*xi))
FSM — kone€ny automat (kontrolér)
SCNT — synchronni Citac
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Dalsi funkce pomoci iteracnich algoritmu

Zde plati, ze postupy vhodné pro programovou implementaci, jako MacLaurintv
rozvoj nebo Cebysevovy polynomy atd., nemusi byt pro obvodovou realizaci
iteracnich vypocti vyhodné, a proto byla odvozena fada modifikovanych nebo
novych algoritmi, napt. Goldschmidtiv algoritmus apod.

VSeobecnda zdasada e najit co nejrychlejsi algoritmy, zaloZené pouze
na operacich scitani (odcitani), posuvii a piipadné | ndsobeni.
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CORDIC

Algoritmus CORDIC (Coordinate Rotational Digital Computer) publikoval
J. E. Volder v r. 1959. Nasledn¢ byl zobecnén pro dalsi typy vypocti.
Myslenka: Vyuzitim jednoho algoritmu miizeme pocitat fadu
matematickych funkci pouhym vycislovanim funkce ve tvaru

a+h.2

tedy pomoci souctd, rozdila a bitovych posunt (tzn. rychla a levha HW
Implementace).

Pouziti: CORDIC je pouzivan typicky ve vestavénych zafizenich s
jednoduchym  procesorem  (kapesni  Kkalkulacky, jednocipové
mikrokontrolery, apod.), ¢imz umoznuje efektivné pocitat mnoho
funkci. Pouziva se také napi. v koprocesorech Intel pocinaje | 8087, pro
¢islicovou Fourierovu transformaci, cislicovou filtraci signalt apod.
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CORDIC —rotacni rezim

Algoritmus lze provozovat ve dvou rezimech — rotacnim a
vektorovém. Kazdy rezim umoznuje Vypocitat jiné funkce.

Rotacni rezim
Princip: rotaci vektoru (1,0) o thel z |

y 1. sy ] (cos z, sin z)
ziskdvame hodnotucoszasinz. |

A

Rotaci provadime postupnym 7\ |
pri¢itanim nebo od¢itanim vhodné
zvolenych uhli (postupné se
zmenSujici hodnoty) tak, aby
ziskana hodnota konvergovala

K pozadované hodnot¢ z.

(1,0)
1. pocatekv (1,0),

2. rotace tak, aby uhel byl z,

3. X=coszay=sinz
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CORDIC — vektorovy rezim

Algoritmus lze provozovat ve dvou rezimech — rotacnim a
vektorovém. Kazdy rezim umoznuje vypocitat jiné funkce.

Vektorovy reZzim
Princip: rotaci vektoru (1,y) o uhel z tak, (1y)
aby vysledny vektor byl rovnobé&zny

s osou X, ziskavame hodnotu arctan y.

Nulovani hodnoty y provadime L posatek v (Ly),
postupnym pric¢itanim nebo od¢itanim 2. rotace o z tak, aby y bylo 0,
vhodné zvolenych hodnot tak, aby 3. zodpovidatany

ziskana hodnota postupné konvergovala k 0.
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Rotace vektoru

Prechod od bodu A k bodu B lze obecné
¥B / vyjadrit jako:
y [ A Xg =r.cos(p+ a)=
A / r.Ccos ¢.c0s & - rsin gsina (1)
: Vg = rsin (p+ @) =

r.sin @.cos a + r.cos @.sin o (2)

Xg Xo X X, =Tr.C0S @
Y, =rsin g
Dosadime-li zardo (1) r =x, /cos ¢, r =y, /sin ¢ potadé,ado (2) v
opacném portadi, dostaneme vyrazy
Xg =CO0S a (Xy - Ya -0 @)
Yg =COS & (Yo + X5 .19 Q)
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Rotace vektoru

PoZadovany uhel natoCeni oo miZeme slozit z n Ghla s kladnym 1
zapornym znaménkem (Viz obrazek), tedy z orientovanych thli «;'.

Priklad:

rotace vektoru orientovan¢ho do
osy x o thel o dosazena pomoci
tfi iteraci s postupné se snizujicimi
absolutnimi hodnotami uhlu o
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CORDIC - rotace vektoru

Vysledny thel nato¢eni o= ay'+ o'+ ... o,
Postup itera¢niho vypoctu je pak nasledujici:
Polozime X, =X,, Y, =Y, aur¢ime X, Y;,, postupné proi=0,1 .. n-1.
Dostavame pak iteracni vzorce
Xi,q =COSoy.(X-Y.tga) 3)
Yirr = €OS (Y + X . 19 o) (4)

Problém: uvedeny vztah vyzaduje implementovat obecné nasobicky:
- kazdy krok obsahuje nasobeni odlisnym koeficientem tg ¢ '
- kazdy krok obsahuje nasobeni odlisnym koeficientem cos ¢

Regeni:
- vhodna volba uhlil ¢ tak, aby hodnota tg ;' byla mocninou dvou
- zavedeni pevného poctu iteraci a odlozeni nasobeni koeficienty cos o’
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CORDIC - rotace vektoru

Vhodna volba uhli o
Ve dvojkové soustaveé volime takové thly ', ze plati tg o' = + 27,

Tato volba nema vliv na konvergenci, nebot” je-li tg ¢;' klesajici posloupnost,
pak také o' Je klesajici posloupnost (viz tabulka dale).

Tim se v rovnicich (3), (4) nahradi nasobeni posuvem o i bit (vpravo).

Odlozeni nasobeni

Dals$i zjednoduSeni provedeme odloZenim ndsobeni hodnotami cos ¢
nakonec vypoctu, kdy vysledek vynasobime hodnotou (agregacni konstanta)

K,.1 =CO0S ¢, . COS ¢ ... COS o, , = 0,60725...
kde o, = |, |, protoze plati cos o' = cos |¢' |.
Hodnota agregacni konstanty zavisi pouze na poctu kroku, ktery je fixni a je
volen na zakladé pozadované piesnosti.
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Tabulka uhlu CORDIC

Proi=0, 1, ... sestavime tabulku hodnot ¢, pro néz plati ¢ = arctg 2

i o [°] tg o COS o K

0 45,000 1 0,707107 0,707107
1 26,565 0,5 0,894427 0,632456
2 14,036 0,25 0,970143 0,613572
3 7,125 0,125 0,992278 0,608834
4 3,576 0,0625 0,998053 0,607648
5 1,790 0,03125 0,999512 0,607352
6 0,895 0,015625 0,999878 0,607278
7 0,448 0,0078125 0,999969 0,607259

Agregacni konstanta K konverguje se zvétsujicim se poc¢tem iteraci k hodnoté 0,60725293.
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CORDIC - finalni podoba

Dosazenim dostaneme konecny tvar itera¢nich vzorcu

Xis1 = Xi - (1) y; 2"
Yier = Yi +(-) %; 2"
Zi = 2 +(-) o
Rotacni rezim: vyjdeme-li z vektoru x, = 1, y, = 0, pfi¢emz zy=a,, pak aplikaci

iteracnich vzorcu tak, aby z,—0 (tzn. natocili jsme vektor o thel &), dostavame
PO n iteracich hodnoty

X,=cosal/K. _,,y,=sinalK_,.

Abychom ziskali pozadované hodnoty kosinu a sinu, musime ob¢ slozky nasobit
agregacni konstantou K ;.

Optimalizace: PoloZime-li X, = K, Y, = 0, vyhneme se zavérecnému nasobeni a
vysledek je pfimo roven

X, =cosa,y, =sina.

Poznamka: Pro uhly vétsi nez 90° vyuzivame Symetrie a opakovani grafu
goniometrickych funkci.
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Vypocet sin a cos pomoci CORDIC
Vv Jazyce Python
def cordic(alpha, n=16): #uhel alpha, pocet iteraci
alphatab = [math.atan(2**(-i)) for i 1in range(n)] Tabulka uhla

K = reduce(lambda x,y: x*y, [math.cos(a) for a in alphatab])

X, ¥, z =K, 0.0, alpha Vypocet agregacni konstanty
for i in range(n): , y ,
jif S, < 0? (n) Na zaklad€ hodnoty znaménka
XN = X + y * 2%%(-7) pricitame nebo odCitame thel z
yn =y - x * 2%%(-1) tabulky uhli.
z += alphatab[i]
else:
Xn = X -y % 2**(_1)
yn =y + X * 2**(_1)
z -= alphatab[i] Po n iteracich ziskavame vx ay
X,¥y = Xn,yn hodnoty cos(alpha) a sin(alpha)

return (x, y) # cos(aplha), sin(Caplha)
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Pr. S vyuzitim sedmi iteraci algoritmu CORDIC vypoctete
sin(28.027°) a cos(28.027°)

Rotujeme vektor (1,0) o uhel 28.027°, prubézny uhel oznaéme z.
Xo=1 Yy=0 z,=28.027°

Odecti uhel o, = 45° - z;, = z5- 0, = 28.027 - 45 = -16.973°
Pribézny thel je kladny, thel o, odecitame

X;=Xg—Y,/1 =1-0/1 =1

Y =Yoo+ X,/1 =0+1/1 =1

Pricti dhel o, = 26.565° — z, =z, + o, = -16.973 + 26.565 = 9.592°
Priibézny uhel byl zaporny, pfi¢itdme a ménime znaménka

X, =X, +Y, /2 =1+1/2 =15
Odegti thel o, = 14.036° — 7, = 7, - 0, = 9.592 - 14.036 = -4.444°
X=X, —Y, /4 =15-05/4 = 1.375
Yo=Y, + X,/ 4 =05+1.5/4 = 0.875
Pricti dhel a, = 7.125° —» z, = z; + 05 = -4.444 + 7.125 = 2.680°
X,=Xg+Y,/8 =1.375 +0.875/ 8 = 1.484375

Y,=Y,—X,/8 =0.875-1.375/8 = 0.703125
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Odegti thel a,, = 3.576° — z, = 7, - o, = 2.680 - 3.576 = -0.895°

Xe=X,—Y,/16 = 1.484375 - 0.703125 / 16 = 1.440429
Yo=Y, +X,/16 = 0.703125 + 1.484375 / 16 = 0.795898
PFicti ihel o, = 1.790° — 74 = Z; + a5 = -0.895 + 1.790 = 0.894°

Xg = Xg + Yg / 32 = 1.440429 + 0.795898 / 32 = 1.465300
Ye=Ye—Xg /32 = 0.795898 - 1.440429 / 32 = 0.750884
Odegti thel z o = 0.895° —> 7, = z, - az = 0.894 - 0.895 = -0.0007°

X, = Xg — Yq | 64 = 1.465300 - 0.750884 / 64 = 1.453567
Y, =Yg+ X/ 64 = 0.750884 + 1.465300 / 64 = 0.773779

Nasleduje nasobeni agregacni konstantou odpovidajici pouzitému poctu iteraci, tzn.
Kg = 0.607278 a ziskani pozadovanych hodnot:

sin(28.027°) = 0.607278 * Y, = 0.46990
c0s(28.027°) = 0.607278 * X, = 0.88272
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CORDIC - v HW (zakladni implementace)

) v z(
Regster Regster Register

sizmn-1)

A A | | AT

wnj winj zinj

uhel v kroku |

d; je znaménko thlu

X.,;=X;+y.d.27 z;,,=z-d.arctanTab[i]
Viig= Vi - X.d.27 d. =-1pokud z<0, jinak +1



Zobecneny CORDIC

Xisg = X — wdy; 2°
Yier = Yi + dj X 2°
Zivy = 21+ d; o

u =1 kruhové rotace (sin,cos) o = tant 2-
u =0 linearni rotace o = 21
u = -1 hyperbolické rotace o = tanh'1 2

Primy vypocet funkci:
sin, cos, tany, sinh, cosh, tanh?, tan(y/x), y + xz, V(x2 + y?), €7,
nasobeni, deleni

Nepfimy vypocCet funkci:
tan, tanh, In, log, ab, cos?, sint, cosh, sinh', va
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Nasobeni a deleni pomoci
algoritmu CORDIC (linearni rotace)

def cordicdiv (a,b, n=16):
X, Y, z=Db, a, 0.0

for i in range(n):

ify <O0:
y += X ¥ 2%¥%-
z -= 2%*%-j
else:
y -= X ¥ 2%¥%-
Z += 2%%-j

return z # a/b

Vyuzivame vektorovy reZzim

def cordicmul (a,b, n=16):
Xl y’ Z = a., 0.0, b

for i 1in range(n):

if z >= 0:
y += X ¥ 2%¥%-]
Z -= 2%%-1
else:
y -= X % Dk _q
Z += 2%%-1

return y # a*b

Vyuzivame rota¢ni reZim
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Konec kapitoly o implementaci
aritmetickych operaci v HW
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