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Kapitola XII.
Normalni formy a vlastnosti
bezkontextovych jazyku



2/31
Chomského normalni forma (CNF)

Definice: Necht G= (N, T, P, S) je BKG.

G je v Chomského normdlni forme, pokud
kazdé pravidlo z P ma jeden ze tvaru:

A - BC,kde A, B, C LIN;

e A 5 a,kdeAUN,allT;

Priklad:

G=WN,T,P,S),kdeN={A,B,C,S}, T={a, b},
P={S - CB,C - AS,S - AB,A - a,B - b},
je v Chomského normalni formé.

Pozn.: L(G) = {a*b*:n=> 1}
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Greibachové normalni forma (GNF)

Definice: Necht G= (N, T, P, S) je BKG.
G je v Greibachové normalni forme, pokud
kazdé pravidlo z P ma nasledujici tvar:

e A L ax,kdeAON,a0T,xUON"

Priklad:

G=(N,T,P,S),kdeN={B,S}, T={a, b},
P:{S — aSB,S — aB,B — b}

je v Greibachové normalni forme.

Pozn.: L(G) = {a"b":n= 1}
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Generativni sila normalnich forem

Tvrzeni: Pro kazdou BKG existuje
ekvivalentni gramatika G’ v Chomského

normalni form¢.
Dukaz: Viz str. 348 v knize [Meduna: Automata and Languages]

Tvrzeni: Pro kazdou BKG existuje
ekvivalentni gramatika G’ v Greibachové
normalni forme.

Dukaz: Viz str. 376 v knize [Meduna: Automata and Languages]
Pozn.: Zakladni vlastnostt CNF a GNF:

CNEF: pokud S =" w; w O T potom n =2|w| -1
GNF: pokud S =" w; w O T potom n = ||
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Metody obecné syntaktické analyzy

* Metody obecné syntaktické analyzy mohou byt
pouzity pro libovolny bezkontextovy jazyk

Ilustrace: _
O
O
O
Trida LL Trida LR T¥ida bezkontextovych
jazyku jazyku Jazyku

LL Metody LR Metody Metody obecné
syntaktické analyzy

* Pozn.: Trida LR jazyku =
tfida deterministickych jazyki
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Obecna SA zalozena na CNF |

pokud S LI S[1, n], S[1, n]
potom S =%*a, ...a, /XN

& . F - AE
Myslenka: o e
O

FE GUSIL 3

eee S[n-2, n]

- a
D L)S(1,2] EO S[2, 3] .. S[n-1,n]
ADS[1,1] BOS[2,2] €OS[3,3] Sin, n]

AAlz‘a1 IB?az ‘ CAD:% ‘

* Vstupni f‘et.:‘al a, a; an‘




*Vstup: G=(N, T,P,S) vCNE, w =a,...qa,

* Vystup: ANO, pokud w

NE, pokud w L L(G)

L(G)

e Metoda:
* pro kazdeé a;

Sli,i] :=
* Aplikuj nasledujici pravid!

mnozin S[i, k

kdei=1, ..., n:

(A:A > a 0OP)

0, dokud zadna z

nemuze byt zménéna:

ifA _ BC

P,BUS[1,j],C

S [j+1, k],

kde 1 <i <j <k < n then pridej A do S[i, k]

oif S [1S[1, n] then napiSCANQO”)

else napiSCNE’)
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Obecna SA zalozena na CNF: Priklad 1/5

G=(WN,T,P,S),kde N={A,B,C, S}, T={a,b, c},
P={S —>AC,C—>SB,A —>a,B —>b,S —>C}
Otazka: aacbb U L(G)?

S[1, 11={A} SI2,2]={A} SI3,3]={S} Sl4,4]={B} SIS, 3]={B]
A - a A > a S s ¢ B - b B - b

a a C b b
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Obecna SA zalozena na CNF: Priklad 2/5

G=(WN,T,P,S),kde N={A,B,C, S}, T={a,b, c},
P={S —>AC,C—>SB,A —>a,B —>b,S —>C}
Otazka: aacbb U L(G)?

P s CC - SBY 7.~
S[1, 2]=0 S[2, 3]=01 S[3, 4]={C} S|4, 5]=0

S, 1]={A} S[2, 2]1={A} SI5, 51={S} Sl4, 41={B} SIS, 51={B}

a a C b b
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Obecna SA zalozena na CNF: Priklad 3/5

G=(WN,T,P,S),kde N={A,B,C, S}, T={a,b, c},
P={S —>AC,C—>SB,A —>a,B —>b,S —>C}
Otazka: aacbb U L(G)?

G- ACS

SI1, 3=  S[2,4]={S} SI3,35]= L1

SI2, 11=0°/S[ ,Z]:{E S[4, 51=0

S, 1]={A} S[2,2]={A} SI5, 51={S} Sl4,4]1={B} SIS, 51={B}

511, 2]=01

a a C b b
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Obecna SA zalozena na CNF: Priklad 4/5

G=(WN,T,P,S),kde N={A,B,C, S}, T={a,b, c},
P={S —>AC,C—>SB,A —>a,B —>b,S —>C}

Otazka: aacbb

L(G)?

S[2, 3]1=01

513, 4]={C}| S[4, 5]=U

S, 1]={A} S[2,2]={A} SI3,3]={S} Sl4,4]1={B} SIS, S]={B}

a a

C b b
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Obecna SA zalozena na CNF: Priklad 5/5

G=(WN,T,P,S),kde N={A,B,C, S}, T={a,b, c},
={S —>AC,C—>SB,A —>a,B —>b,S —>C}

Otazka: aacbb

L(G)?

C >Sr15<1_{} S O S[1, 5]mpANO

m S[2, <= {C}\

S[1, 3]=U

511, 2]=01

S[2, 3]1=L0  S[3,4]={C} S[4, 5]=0

S[2, 4]={S} SI3, 5]=

S, 1]={A} S[2,2]={A} SI3,3]={S} Sl4,4]={B} SIS, S]={B}

a a

C b b
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Pumping lemma pro BKJ

e Necht’ L je BKJ. Potom existuje k = 1 takové, ze:
pokud z [ L a |z] = k, pak existuje u, v, w, x, y tak, Ze
Z = uvwxy, pticemz dale plati:

1) vx Z & 2) [vwx| £ k 3) pro kazdé m = 0: uv™wx™y [1 L

Priklad:

G={S,A},{a,b,c},{S - ada,A - bAb,A - ¢}, S)
generuje L(G) = {ab"cb"a : n 2 0}, tedy L(G) je BKI.
Existuje k = 5 takové, ze 1), 2) and 3) plati:

* pro z = bcb zDL(G)a\zPS
vy Y uv? wxy— bcb’: = aca O L(G)

UVWXy | Lo
vx = bb # & wvlwxly = ableb'a = abeba O L(G)
wwx|=3:1<3<5 uvwx?y = ab’cb?*a = abbcbba O L(G)

* pro z & abbcbba: z D L(G) a 7] 2 5: y
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Pumping lemma: Ilustrace

L = libovolny bezkontextovy jazyk:

r | I ‘nic zajimaveého
I — )

u | v w X
1 : :
) L #€ nebo £ ;
2) Y<k
N u | w | y | LI L
[ JTVv] w [Tx] y UL
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Pumping lemma: Aplikace

* Pomoci pumping lemmy pro BKJ Casto provadime
dikaz sporem, Ze dany jazyk neni bezkontextovy:

e *l Predpokladejme, ze L je bezkontextovy ‘

}

Uvazuyme PL konstantu k a vyberme z [1 L, jehoz
délka je zavisla na k tak, Ze |z| = k je vZdy pravdivé
_ L
Pro vSechny dekompozice z na uvwxy: vx # g, [vwx| < k, ukazeme
: | existuje m 2 0 pro které uymwxmy [ L;} SPOR
: |ale podle PL plati vztah: uy™wx™y [ L

: |
- — Proto
Spatny predpoklad ‘ - L neni bezkontextov;{
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Pumping lemma: Priklad 1/2

Dokazme, Ze L = {a"b"c"™ : n = 1} neni BKJ.

1) Predpokladejme, Ze L je BKJ. Necht k= 1 je
konstanta z pumping lemmy pro dany jazyk L.

2) Necht z = akb*ck: akb*c* O L, |z| = |o*b*c*| = 3k =2 k
3) Vsechny dekompozice z na uvwxy; vx # ¢, [ywx| < k:

k k k
a... ‘Eb...JbQ...bBrcc...Jccccc‘
L AN
a)vwx O { }7{b}", b) vwx O {b}*{c},

VX £ € VX £ €
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Pumping lemma: Pfﬂ(lad 2/2

a) vwx L { }{b}

e Pumping lemma L'_[ bb I)JLb bcc ch

uvwxly o

o Vowxly = uwy = DI bb ub bcc cc\DL

Pozn.: uwy obsahuje ,k* symboluc ale méné nez ,,k* symbolu nebo b

b) vwx O {b}"{c}": <k
+ Pumping lemma: [ bor]jpossbbmueat] o]
u'wxly O L 7 Nox 5
o 1vowxy = uwy = L b...bJL...bbcc...Jli;._c! O L
u w

Pozn.: uwy obsahuje ,,k*“ symboll ¢, ale méné nez ,k* symbolu b nebo ¢
VsSechny dekompozice vedou ke sporu!

4) Proto L neni bezkontextovy jazyk.
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Uzaveroveé vlastnosti BKJ

Definice: Trida bezkontextovych jazyku je
uzaviena vuci operaci o, pokud vysledek
operace o na libovolné bezkontextové jazyky
je op€t bezkontextovy jazyk.

Ilustrace: |
e Ttida bezkontextovych jazyki je uzaviena vuci sjednocent.

To znamena:

Trida bezkontextovych
jazyku

L, L, E Ly
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Algoritmus: BKG pro sjednoceni

e Vystup: Gramatika G, = (N, T, P, S) takov4, Ze:
L(Gu) = L(G1) ] L(Gz)

* Metoda:

e Necht' S LI N, LU N,, dale necht N, n N, =
e T:=T,07T,;
e N:={S} UN,UN,;
P={S-5,5- S5} 0P UP,;
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Algoritmus: BKG pro konkatenaci

o V),’Stllp: GC = (N, T, P, S) takova, ze:

e Metoda:

* Necht' S LI N, U N,, dale necht’” N, n N, =
e T:=T,UT,;
e N:={S} UN,UN,;
e P:={S - 5,5} UP UP,;




e Vstup: G, = (N,, T P, 8))
* Vystup: G, = (N, T, P, S) takova, Ze: L(G;) = L(G,)’

e Metoda:

e Necht' S L1 N;:
e N:={S} UNy;
P:={S - S§S,S->¢e}0P;
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Uzaveroveé vlastnosti

Tvrzeni: Ttida BKJ je uzaviena vuci:
sjednoceni, konkatenaci, iteraci.

Dukaz:
* Necht’ L,, L, jsou dva bezkontextové jazyky.
e Potom existuji dvé BKG G,, G,, pro které plati:
L(G,) =L, L(G,) =L,;
e Sestrojme gramatiky pomoci predchozich algoritmu:
* G, pro kterou plati: L(G,) = L(G,) U L(G,)
* G_, pro kterou plati: L(G,.) = L(G,) . L(G,)
* G, pro kterou plati: L(G,) = L(G,)
e Kazda BKG definuje bezkontextovy jazyk, tedy:
L, L, L, L,, L;”jsoubezkontextové jazyky.
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Prunik: Neni uzavieno

Tvrzeni: Trida bezkontextovych jazyku neni
uzaviena vuci pruniku.

Dukaz:
 Prunik néjakych dvou BKJ nesmi byt tedy BKJ:

e [, ={a"b"c">m,n=1}je BKJ
o L,={a"b"'c™: m,n=21} je BKJ
L, N Ly={a"b"c":n =1} neni BKJ
(Dukaz je zalozen na pumping lemma viz diive)

CBD
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Doplnék: Neni uzavreno

Tvrzeni: Trida bezkontextovych jazyku neni
uzaviena vuci doplnku.

Dukaz sporem:

e Pfedpokladejme, ze tfida bezkontextovych jazyku je
uzaviena vuci doplnku:

e L,={a"b"c"-m,n=1} je BKJ

e [,={a"b"c™- m,n=1} je BKJ

L., L, jsoutedy BKJ

e L, O L, je BKJ (ttida BKJ je uzaviens viidi sjednocen)

« L, 'L, je BK] (ptedpoklad)

* De-Morganovy zakony tikaji: L, n L, = {a"b"c": n=1} je BK]
e {a"b"c": n 2 1} ale neni BK]J = Spor



25/31

Hlavni rozhodnuteln€ problémy

1. Problém ¢lenstvi:
e Instance: BKG G, w O T7; Otazka: w [0 L(G)?

2. Problém prazdnosti:
e Instance: BKG G; Otazka: L(G) = [1?

3. Problém konecnosti:
e Instance: BKG G; Otazka: Je L(G) konecCny?




-Vstup BKG G = (N T,P,S) vCNE wlU T

* Vystup: ANO, pokud w [ L(G)
NE, pokud w LI L(G)

e Metoda I:

oif S =" w, kde 1 <n <2|w| -1, then napiSCANO’)
else napiSCNE’)

e Metoda I1:

* Viz Obecni metoda SA zaloZena na CNF

Celkové:

Problém Clenstvi je pro BKJ rozhodnutelny
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Dostupné symbol

MysSlenka: Symbol X je dostupny, pokud
S =% ...X..., kde S je poCatecni neterminal.

Definice: Necht G= (N, T, P, S) je BKG. Symbol
X U N U Tje dostupny, pokud existuje u, v L1 (N L
T)", takové, 7e: S =" uXv. Jinak je X nedostupny.

Pozn.: Kazdy nedostupny symbol miize byt odstranén z BKG

Priklad:
G={S,A,B}, {a,b},{S - SB,S - a,A - ab,B - aB },5)

S - dostupny: prou=¢,v=¢€ S =8

A - nedostupny: neexistuje u, v [1 2* takové, Ze: S =" uAv
B - dostupny: prou =S, v=¢€: S =! SB

a - dostupny: prou =€, v=¢ S =>la

b - nedostupny: neexistuje u, v J " takové, ze: S =" ubv



28/31

Ukoncuiici symbol

MySlenka: Symbol X je ukoncujici, pokud X derivuje retézec termindli.
Definice: Necht G = (N, T, P, S) je BKG. Symbol
X LI N L T je ukoncujici, pokud existuje fet€zec w LI
T", pro ktery plati: X =" w. Jinak je X neukoncujici.
Pozn.: Kazdy neukoncujici symbol muze byt odstranén z BKG
Priklad:

G={S,A,B}, {a,b},{S - SB,S - a,A - ab,B - aB },5)

Symbol S - ukonCujici: prow=a: S ='a
Symbol A - ukoncujici: prow =ab: A ='ab

Symbol B - neukoncujici: neexistuje w 1 T" takové, Ze: B =" w
Symbol a - ukonCujici: prow =a :a = a
Symbol b - ukoncujici: prow =b :b ="b



e Vystup: ANO, pokud L(G) =

NE, pokud L(G) #

 Metoda:
e if S je neukoncCujici then napiSCANO’)
else napiSCNE’)

Celkové:
Problém prazdnosti je pro BKJ rozhodnutelny
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Algoritmus: Problém konecnosti

e Vstup: BKGG=(N, T, P, S) v CNF;
* Vystup: ANO, pokud L(G) je kone¢ny
NE, pokud L(G) je nekonecny

 Metoda:

e Necht’ k = 2cardV)

o if existuje z [ L(G), k < |z| < 2k then napiSCNE’)
else napiSCANO’)

Celkové:

Problém konecnosti je pro BKJ rozhodnutelny




31/31

Hlavni nerozhodnuteln€ problémy

1. Problém ekvivalence:
 Instance: BKG G,, G,; Otazka: L(G,) = L(G,)?

2. Problém jednoznacnosti:
e Instance: BKG G; Otazka: Je G jednoznacna?

Poznamka:

Je matematicky dokazano, ze neexistuji
zadné algoritmy, které by tyto problémy
vyresily v koneCném Case.



