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Newtonova iteracni metoda

Newton—Raphsonova metoda (metoda teCen) je iteracni metoda ur€ena k nalezeni kofenu
realné funkce

Zpresneni pocatecniho odhadu je provedeno na zakladé znalosti derivace zadané funkce
(spojitost funkce, monotonni funkce, ...).

Typické pouziti:
— nalezeni minima Ci maxima funkce (pracuje nad f'(x))
— déleni realnych Cisel (vyuziva se operace nasobeni)
— vypocet druhé odmocniny realnych Cisel

Problémy:
— divergence / pomala konvergence pfi nevhodné zvoleném pocCateCnim odhadu
— nediferencovatelné funkce



Newtonova iteracni metoda - princip

lterativni hledani bodu x, pro ktery plati f(x,) = O (prusecCik fukce f(x) s osou Y)

f(x/ k = i_i-]

X, = X, — FO)F (x)) fxg) 5

X1 = Xo = fx)If (x0) %o

S (€
f% 1+1 l f,(xi)

Odvozeni iteraCniho vzorce vychazi ze znalosti rovnice teCny v bodé (x,,Y,)

y=yo=k(x—x,), f(x))=¥, k=["(x))




Newtonova iteracni metoda — déleni

Mame-li délit hodnotu 1 hodnotou b, zvolime

fx)=1/x=b _ f(x;)

xi+1 _ xl _ fl(x)
Pokud f(x) = 0, pak 7/x = b a tedy x = 1/b y
Operaci déleni a/b nahradime nasobenim a * (1/b)

Odvozeni iteracniho vzorce:
f(x) = -1/x?, dosazenim do x,, = X, - f(x,)/f'(x,) dostaneme
Xipq = X - (1/ % -Db)(-1/x2) =X, +X, -bx2=x (2-bx)
Xipq = X (2 - bX;)

i+1

Postup vypoctu a/b:

Zarovname (normalizujeme) b tak, aby platilo 1 <b’ < 2, tedy b’ = b*2*

Pomoci tabulky odhadu zvolime prvni odhad x,

Postupné provadime vypocty x;,, dokud nedostaneme rfeSeni s pozadovanou presnosti (viz dale)
Vysledek n-té iterace (x,,) vynasobime Cislem a, soucin posuneme o odpovidajici pocCet bitu
(vynasobime 2¥)

e\



b=20=10100,
normalizace b:

b =2%b=1.0100, = 1.25 (posun desetinné ¢arky o 4 bity vlevo)

Xo=1.0

X1 = Xo(2 = b™Xg) =
X; = X4(2 - b™xy) =
X3 = Xp(2 — b™%;) =
X4 = X3(2 — b™X3) =
X5 = X4(2 — D™Xy) =
Xg = X5(2 — b™X5) =

Pomoci Newtonovy iteracni metody
vypocitejte hodnotu vyrazu 1/20, x, = 1.0

1.000000 (2 - 1.25 * 1.000000) = 0.750000
0.750000 (2 - 1.25 * 0.750000) = 0.796875
0.796875 (2 - 1.25 * 0.796875) = 0.799988
0.799988 (2 - 1.25 * 0.799988) = 0.800000
0.800000 (2 - 1.25 * 0.800000) = 0.800000

) =
0.800000 (2 - 1.25 * 0.800000) = 0.800000

Vysledek po 6 iteracnich krocich:
1/b = 1/20 = 0.800000 * 24 =0.05

Xit+1 = X;(2 — bx;)



Pomoci Newtonovy iteracni metody
vypocitejte hodnotu vyrazu 1/20, x, = 0.125

b=20=10100,
normalizace b:
b=2%b=1.0100,=1.25

X, = 0.125
X1 = Xo(2 — b*X,) = 0.125000 (2 - 1.25*0.125000) = 0.230469
X, = X,(2 — b*x;) = 0.230469 (2 - 1.25*0.230469) = 0.394543

X5 = X5(2 — b*x,
X4 = X3(2 — b*X5
X5 = X4(2 — b*x,
Xg = X5(2 — b*X;
X7 = Xg(2 — b*Xg
Xg = X7(2 — b*x,

) =
) =
) =0.394543 (2 - 1.25%0.394543) = 0.594505
) = 0.594505 (2 - 1.25*0.594505) = 0.747215
)=0.747215 (2 - 1.2570.747215) = 0.796517
) =0.796517 (2 - 1.25*0.796517) = 0.799985
) =0.799985 (2 - 1.25%0.799985) = 0.800000
) = 0.800000 (2 - 1.25*0.800000) = 0.800000
Vysledek po 8 iteracnich krocich:
1/b = 1/20 = 0.800000 * 24 = 0.05



Hardwarova implementace

» Uvazujte iteracCni predpis x;,.1 = x;(2 — bx;)
* Nakreslete HW implementaci pro zadané x,, b a urCity pocCet iteraci
« Jaka je nejdelsi cesta?
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Navic

Presnost Newtonovy iteracni metody - déleni

Priklad:
Ukazte, ze se pocet spravnych (presnych) biti p se kazdym iteracnim krokem
zdvojnasobuje



Urceni prvniho odhadu

* Prvni odhad je mozné urcit pomoci linearni aproximace.
1/b ~x,=k*b +q

 Pokud 0.5 < b <1, pak hodnoty q =48/17 a k = -32/17 poskytuji odhad s minimalni maximalni absolutni
chybou.

X, = 2.824 — 1.882*b

« V pripade pouziti tohoto odhadu je zaruCena kvadraticka konvergence.

—=<1hb
——2.824 - 1.882'b
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Pomoci Newtonovy iteracni metody
vypocitejte hodnotu vyrazu 1/20

b=20=10100,
normalizace 0.5 <b < 1:
b =b*2°=0.10100, = 0.625 (posun des. ¢arky o 5b vlevo)

uréeni odhadu xO0:
Xo = 2.824 - 1.882*b = 2.824 — 1.882*0.625 = 1.64775

X; = Xo(2 — b*x0) = 1.64775 (2 — 0.625%1.64775) = 1.59857
X, = X1(2 — b*x1) = 1.59857 (2 — 0.625%1.59857) = 1.60000
X5 = X,(2 — b*x2) = 1.60000 (2 — 0.625*1.60000) = 1.60000

Vysledek po 3 iteraCnich krocich:
1/b =1/20 = 1.6000 * 2> =0.05



Pomoci Newtonovy iteracni metody
vypocitejte hodnotu vyrazu 13/8

b =8 =1000,
normalizace 0.5 <b < 1:
b =b*24=0.1000, = 0.5 (posun des. ¢arky o 4b vlevo)

uréeni odhadu xO0:
Xo = 2.824 - 1.882*b = 2.824 — 1.882*0.5 = 1.88300

X; = Xo(2 — b*x,) = 1.88300 (2 - 0.5*1.88300) = 1.99316
X, = X(2 — b*x,) = 1.99316 (2 - 0.5*1.99316) = 1.99998
X5 = X,(2 — b*x,) = 1.99998 (2 - 0.5*1.99998) = 2.00000

Vysledek po 3 iteraCnich krocich:
alb=13/8=13*2.0000 * 24 =1.625



Newtonova iteracni metoda — odmocnina

Mame-li vypocitat odmocninu Cisla S, miZzeme zvolit
f(x) =x°—- S

Pokud f(x) = 0, pak x2= S atedy x = VS
Odvozeni iteracniho vzorce:
f(x) = 2x, dosazenim do x.,, = X - f(x,)/f'(x;) dostaneme
Xisg = X = (X7 - S)2% = (X2 + S)/2x,
Xiq = (X7 +S) /2%,

Predpis odpovida Babylonskému algoritmu pro vypocet odmocniny (2000 pf.n.l.)

Odvozeny iteraCni vzorec vSak obsahuje operaci déleni proménnou hodnotou,
coz je velmi draha operace.



Newtonova iteracni metoda — odmocnina

v s

f(x)zxiz—Sz x2—-S

Pokud f(x) = 0, pak x % = Satedy x = \/—1§ (tzv. reciproka odmocnina)

Odvozeni iteracniho vzorce:

f'(x) = —2x73, dosazenim do x;,; = xi — f(xi)/f'(xi) dostaneme
x;%-8 xX;—x3S 3x;—x3S
Xipg = Xj = =5 = X+ == ==

Xiv1 = %;(3 = x{5)/2

Zjednoduseny postup vypoctu VS :

1. Zvolime prvni odhad x,
2. Postupné provadime vypocty x;,, dokud nedostaneme feSeni s pozadovanou pfesnosti

3. Vysledek n-té iterace (x,,) vynasobime Cislem S, Cimz ziskame VS



Pomoci Newtonovy iteracni metody
vypoéitejte hodnotu vyrazu V324, x, = 0.01

X, =0.01 (¥ 100 = 10 < V324 < V10000 = 100)

X; = Xo(3 — X2 S)/2 = 0.0100000 (3 — 0.000100000*324)/2 = 0.0148380
X5 = X4(3 = x42 S)/2 = 0.0148380 (3 — 0.000220166*324)/2 = 0.0217278
X3 = X5(3 — X,2 S)/2 =0.0217278 (3 — 0.000472096*324)/2 = 0.0309299
X4 = X3(3 — X352 S)/2 = 0.0309299 (3 — 0.000956661*324)/2 = 0.0416014
X5 = X4(3 — %42 S)/2 = 0.0416014 (3 — 0.001730680*324)/2 = 0.0507383
Xg = X5(3 — %52 S)/2 = 0.0507383 (3 — 0.002574380*324)/2 = 0.0549471
X7 = Xg(3 — X2 S)/2 = 0.0549471 (3 — 0.003019190*324)/2 = 0.0555456
Xg = X7(3 — X, S)/2 = 0.0555456 (3 — 0.003085310*324)/2 = 0.0555556
Xg = Xg(3 — Xg% S)/2 = 0.0555556 (3 — 0.003086420*324)/2 = 0.0555556

Vysledek po 9 iteraCnich krocich:
V324 = 324 * 0.0555555 = 18



Goldschmidttiv iteraéni algoritmus - déleni

Princip:
« Goldschmidtiv algoritmus se snazi nalézt podil Q rozSifovanim zlomku N/D vhodnymi zlomky tak,
aby se ve jmenovateli ziskala hodnota blizka 1.

N NRoRiR;R; _ NRoRiR;R; ...
Q_D_DRORleRg”'_ 1

* Po dostateCném poctu iteraci je hodnota Citatele blizka hodnoté podilu



NEVile

Goldschmidtuv iteraéni algoritmus
odvozeni iteracniho predpisu

Predpokladejme, Ze plati 1 <N, D < 2 (normalizace N a D)
Polozime x,=N, y,=D, nahledem do tabulky odhadneme R, tak, aby y,R, —1.
Pro relativni chybu pocatecniho odhadu plati

1-y,R
&= );O ==1-yR,

Dale muzeme odvodit

V1=

YRy, =y =1-¢

—l<e<l

Mame vynasobit y, tak, abychom se priblizili k 1, zvolme R,=1+¢

x, xR x l+e x(+¢)
Y, - v, R, l-el+e  1-£
Mame vynasobit y, tak, abychom se pfiblizili k 1, zvolme R,=1+¢2
x, xR x, 1+& x,(1+&%)
Vs _y2 R, 1-g* 1+ 1-¢

X0

X1  XoRo
Y1 YoRo
y,=l-¢
)/3:1—84

Yo

R =1+&=2-y,

R,=1+¢&>=2-y,



Goldschmidtuv iteraéni algoritmus
vypocet Q=N/D

Postup vypoctu
» Polozime x,=N, y,=D
« Odhadneme R, (napr. nahled do tabulky)
« V prvni iteraci urCime x,=X,R,, Y1=YoRo
« V dalSich iteracich (i = 1, ...) nasobime Citatel i jmenovatel koeficientem
R.= 2 —y.. Nasobenim koeficientem R. provadime rozsifovani vyrazem 1+¢? (viz odvozeni).
» Po dostatecnem poctu iteraci je x, rovno podilu.

Odhad R,
* Dostatecne dobry odhad R, I1ze ziskat vyCislenim vyrazu

Ry = sgn(yo)2"™(2 — sgn(yo)2"yo)

coz pro nezaporné Cislo v rozsahu <1,2) odpovida R, = 2 — y,



Pomoci Goldschmidtova iteracniho algoritmu
vypocitejte hodnotu vyrazu 3/22

N =3=0011, D =22 =10110,
normalizace 1 < N,D < 2:
N = N*2-'=1.1, = 1.500
D=D*24=1.011,=1.375

Rp=2-y, =2-1.375=0.625 (prvotni odhad RO)
X1 =X%Xo " Ry =1.500 * 0.625 = 0.937500
Y1 =Y¥o "Ry =1.3757*0.625 = 0.859375

R,=2-y, =2-0.859375 = 1.14063
X, =X, * R, = 0.937500 * 1.14063 = 1.069340
Y, =y; *R, = 0.859375 * 1.14063 = 0.980225

R,=2-y, =2-0.980225=1.01978
X3 =X, * R, = 1.069340 * 1.01978 = 1.090480
Vs =Y, * R, = 0.980225 * 1.01978 = 0.999609

R;=2-y; =2-0.999609 = 1.00039
Xs = X3 " R3=1.090480 * 1.00039 = 1.09091
Ys = Y3 " R3=0.999609 * 1.00039 = 1.00000



Ukoly na procviceni
« S vyuzitim Newtonovy iteracni metody odvodte iteracni vzorec pro vypocet treti odmocniny.

» Jakou operaci Ize realizovat, pokud pouzijeme Newtonovu iteracni metodu a funkci
f(x) = (x-1+1/d)/(x-1), urCete iteraCni predpis pro danou funkci.

» Urcete pocet kroku potrebny k ziskani hodnoty vyrazu 24/16 pouzijeme-li Newtonovu iteraéni
metodu a Goldschmidtuv algoritmus.
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