Riesenie vacsich matic

Laplaceov rozvoj
o Definicia
= Nechi,j€{1,2,...,n}anech aj je prvok matice A. V matici A vynechame i-ty riadok a j-ty
stipec, dostaneme maticu prisltchajicu k prvku ai. Jej determinant |A; | nazyvame
subdeterminant matice A prislichajuci prvku aj .
= Prvok Aij = (-1)i+j - |Aij |
= nazyvame algebraicky doplnok prislichajuci k prvku aj .
o Pre determinant Stvorcovej matice stupna n plati:
* Al = apdin +apdp + ot apdp
* Al = aqjAq; tazjhzj+ ot anjAy

o  Priklad
Pomocou Laplaceovho rozvoja vypocitajte determinant matice:
1 2 0
A=1-1 2 0
0 1 3

@ rozvoj urobte podla 2. riadku

e rozvoj urobte podla 3. stlpca

RieSenie.
@ rozvoj podla 2. riadku:
|A] =
1y (o2t 20 22 |10 _es |2
(=1).(-1) 1 3+2.( 1) 1o 3+0.( 1) 1o 1=
(—1).(~=1).(2.3 — 1.0) + 2.1.(1.3 — 0.0) = 12.
@ rozvoj podla 3. stipca:
1aa |[—1 2 . (1 2
— ) (_1)1+3 _1)243
|A] = 0.(—1) "U 1-1—0.( 1) 1o 1+
1 2
3.(—1)3+3, ol =3(2-(-2) =12

Vlastnosti determinantov

o Ak B vznikne z A vymenou dvoch riadkov, potom |B| = -|A].

o Ak A ma dva rovnaké riadky, potom |A| = 0.

o Ak B vznikne z A vynasobenim jedného riadku ¢islom A, potom |B| = A|A]|.

o Determinant jednotkovej matice je rovny 1.

o |A|=]|AT].

o Ak A obsahuje nulovy riadok, potom |A| =0.

o Determinant sa nezmeni, ak k fub. riadku pripocitame nasobok iného riadku.

o Determinant trojuholnikovej matice je rovny sucinu prvkov na hlavnej diagonale.

o |A.B| =|A].|B]

o Zhrnutie: Pri vypoéte determinantu je vhodné upravit maticu na trojuholnikovy tvar pomocou

elementarnych riadkovych operacii (treba si paméitat pocet vymen riadkov) a na zaver staéi vynasobit
prvky na diagonale.



Vypocitajte determinant matice:

4 0 -2 3
-2 0 1 2
4 1 3 —4 =2
2 1 -1 4

RieSenie. Na prvy pohlad by sa zdalo, Ze najvyhodnejsSie je urobit
rozvoj podla druhého stipca. Ak viak pripo¢itame dvojnasobok
druhého riadku k prvému, tak dostaneme maticu:

0 0 0 7
, |20 1 2
A=11 3 4 2
2 1 -1 4
o Na zdklade vlastnosti determinantov vieme, Ze |A| = |A’|.
@ Preto urobime rozvoj podla prvého riadku:
-2 0 1
A=A =7.(-D)*. |1 3 —4|=
2 1 -1
= T ((=2).3.(—1) + .11 + 2.0.(—4) — (—1).3.2 — (—4).1.(=2) — (-1).0.1) =
= (=7).(=7) = 49.
O

o  Sucty determinantov

Determinant na lavej strane postupne zapisujeme ako sicet
determinantov (vyuZzivame vlastnosti determinantov):

b+ ¢ c+ta a+b
bi4+ec agt+ar a1 +b|=
bo4+co co4as a2+ b

b cH+a a+b c c+a a+b
=1lby c1+a; a+by|+ler cg+a; ar+b
by cot+as as -+ by co Co+as asg+ by

Teraz postupne rozpiseme na stcty cerveny a modry determinant.

Najskdr &erveny-rozpideme prostredny stipec:

b c+a a+b b ¢ a+b b a a+b
by c1+a; a1 +b=1b1 1 a1 +bi|+b1 a1 a1 +b;
by cotas as+ bo by ¢o as + by by as as -+ b

Teraz v oboch determinantoch rozpiéeme posledny stipec:

b ¢ a b ¢ b b a a b a b
bi ¢ ai|+|bi e b+ b1 a1 a|+b1 a1 b=
by ¢ as by ¢o be by as as bo as be

Posledné tri determinanty st nulové (maji dva rovnaké stipce), teda u? sta&i

vhodne vymenit riadky a nezabudndt na znamienka:

b ¢ a a ¢ b a b ¢
= bl T a1 =—|ap bl = |a b] c1.
bg Cy a9 az €9 bg ag bg (63



Podobne upravime aj modry determinant:

c
€1
(&1

c
c1
C2

c+a a+b

¢ ¢ a+b ¢ a a-+h
citar ar+bh|=|ler a1 ey +b|+leg a1 ar+b|=
ca+az as+ ba cy Co as+ b co az as+ by
¢ a ¢ ¢ b c a a ¢c a b
¢ a|t+ler e b+l ar al+ e ar =
ey az| ez c2 ba| Jea az az| ez az be
c a b a ¢ b a b ¢
=1 @ b] =—|a b] = |1 b] -
co ag ba as o bo as by ey
b+c c+a a+b
bi+e e +ay ap+b|=
by +co co+ax ax+ b
c+a a+b c c+a a+b
cir+a; a;+bl+ler er+ar ap+b
Cco+as as+ by co Ca+as as+ by
b ¢ a b ¢ a b ¢
bl c1| + a1 bl cl| = 2- al bl (4]
ba c2| |az b2 c2 az by ¢



