Relacie

Bindrnou relaciou nazyvame kazdu mnoZzinu usporiadanych dvojic.
o {1,23,..,8}x{A4,B,C,D}
o XXY
ak R je relacia, piSeme aRb alebo [a, b] € R, ¢itame: prvok a je v relacii R s prvkom b.
Nech R je binarna relacia. Definiécnym oborom (prvym oborom) nazyvame mnoZzinu D(R), ktora je dana takto:
a € D(R) & 3b; aRb.
Obor hodnot (druhy obor) relacie R je mnozina H(R) dana takto:
b € H(R) & 3Ja; aRb.
Nech A, B si mnoziny a R je binarna reldcia. Ak D(R) € A, H(R) € B hovorime, Ze R je reldcia z mnoZiny A do
mnoziny B.
Nech n € N, n—arnou reldciou nazyvame kazdu mnoZzinu usporiadanych n-tic.
Typy relacii
o Definicia. Nech R je reldcia na mnoZine A, tak aj R = A>\ R je reldcia na A. Hovorime, Ze R je doplnkovou
(komplementarnou) relaciou k relacii R na mnozZine A.
o Definicia. Identickou (diagonalnou) relaciou na mnozine A nazyvame relaciu Ax ={[a, a]; a € A}
o Inverzna relacia
= Definicia. Nech R je reldcia. Relaciu R™* ={[a, b]; [b, a] € R} nazyvame inverzna relacia k R.
* Veta. Zrejme plati (R)™*=R

Skladanie relacii
o Definicia. Nech R, S su reldcie. Relaciu
RS ={[a, c]; 3b [a, b] ES A [b, c] € R} nazyvame zloZenou relaciou z relacie R a S.
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o Veta. Pre [ubovolné relacie R, S, T plati

= (RoS)oT=Ro(S°T)
= (ReS)l=S5toR
e Dokaz:
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Specialne vlastnosti relacii
o Definicia. Nech R je relacia na mnoZine A. Hovorime, Ze reldcia R je
= Reflexivha na mnozine A, ak Va € A; aRa, - na diagonale v rozpise samé jednotky
* Ireflexivna na mnoZine A, ak Va € A; aRa, - na diagonale v rozpise samé nuly
= Symetricka na mnoZine A, ak Va, b € A; aRb = bRa, rozpis je zrkadlovy podla diagonaly
= Sqavisla na mnoZine A, ak Va, b € A; a # b = aRb vV bRa
= Trichotomicka na mnozine A, ak pre kazdé dva prvky a, b € A plati prave jeden zo vztahov:
e a=Dhb,aRb, bRa.
= Antisymetrickd na mnozine A, ak Va, b € A; aRb A bRa = a = b, - nesmu byt dve symetrické
jednotky v rozpise
= Tranzitivha na mnozine A, ak Va, b, c € A; aRb A bRc = aRc,
Uzavery
o Definicia. Nech R je binarna relaciana M.
o Reflexivny uzaver R je reldcia RU {(x,x) | xEM }.
o Symetricky uzaver R je relacia
= R= {(x,y) | (x,y) € Rnebo (y,x) € R}.
o Tranzitivny uzaver
Tranzitivny uzaver R je relacia Rt = J°, T%(R), kde T je
funkcia, ktora pre kazdi binarnu relaciu S vrati relaciu

T(S)=SU{(x,z2)| existuje y také, Ze (x,v),(y,2) € S}
TP=To---oT jei-krat iterovana aplikacia funkcie 7.
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Rozklad mnoziny

o Definicia. Nech A je neprazdna mnozZina. Systém S podmnoZin mnoZiny A sa nazyva rozklad mnoZiny A,

ak

e 08
e VB,CeS;B£C=BnNnC=0
o |JS=4

Relacia ekvivalencie a rozklad mnoziny

e Definicia. Nech R je relacia na mnozine A. Hovorime, ze R
Jje relacia ekvivalencie na A, ak R je reflexivna na A,
symetricka a tranzitivna.

e Veta. Nech R je relacia ekvivalencie na mnoZine A. Pre
fubovolny prvok a € A oznaéime @ = {x € A;xRa}, potom
S = {a;a € A} je rozklad mnoziny A.

@ Definicia. Nech R je reldcia ekvivalencie na mnoZine A.
Mnozinu @ = {x € A;zRa} nazyvame trieda rozkladu
mnoZiny A podla ekvivalencie I, dand prvkom a. Systém
{@;a € A} budeme oznalovat A/R a nazyvat faktorova
mnozina mnoziny A podla R.



Usporiadanie a usporiadané mnoziny
o Definicia. Relacia R € M x M je €iastocné usporiadanie prave ked R je reflexivna, antisymetricka a

tranzitivna.
o Tieto tri vlastnosti musia byt splnené a overené k dékazu toho, Ze dana relacia R je usporiadanim.
o Usporiadana mnoZina

e Definicia. Usporiadana mnoZina je dvojica (M, <), kde M
je mnoZina a < je (&iasto¢né) usporiadanie na M.

e Definicia. Usporiadanie = na M je linearne (dplné), ak
kazdé dva prvky M si v = porovnatelné.

= Dalsie pojmy usporiadanych mnozin
Nech (M, <) je usporiadanid mnozina. Prvok z € M je:
@ minimalny prave ked pre kazdé y € M plati, ze ak y = x, tak

X

e maximalny prave ked pre kazdé y € M plati, Ze ak © < v,
tak y = .
@ najmensi prave ked pre kazdé y € M plati, ze z < y.

=z
@ najvacsi prave ked pre kazdé y € M plati, ze y < x.

o Minimdélny — pod danym prvkom nic nie je (okrem samého seba)

o Maximalny — nad danym prvkom nic nie je (okrem samého seba)

o Najmensi a Najvacsi — moze byt iba jeden, vSetky prvky sd nad nim

o pokryva y € M prave ked x # y, y < = a neexistuje Ziadne
zeEMtaké, zex £ 2+ yay Sz 3w,
T

=

Y
@ je dolné ohraniéenie (dolni zavora, mez) mnoziny A C M
prave ked @ < y pre kaidé y € A.

x
e je horné ohranigenie (horni zavora, mez) mnoziny A C M
prave ked y < z pre kazdé y € A.

o Pokryva —je prave pod prvkom, nie je Ziaden medzi nimi
o Dolné ohranicenie — Je pod vietkymi prvkami danej mnoziny
o Horné ohranicenie — Je nad vietkymi...



@ je infimum mnoziny A C M prave ked x je najvacsie dolné
ohranicenie (dolni zavora) mnoziny A.

(A

@ je supremum mnoziny A C M, prave ked = je najmensie
horné ohranicenie (horni zavora) mnoziny A.

o Infinum — najnizsie poloZené ohranicenie
o  Supremum — Najvyssie poloZzené ohranicenie
e Hasseovské diagramy
o Motivéciou zavedenia tzv. Hasseovskych diagramov usporiadanych mnozin su
prehladnejsie obrazky ako u grafov relacii.
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o
o Hasseovsky diagram konecnej usporiadanej mnoziny (M, <) je (jednoznacné)

grafické zndzornenie, ktoré vznikne takto:
= Do prvej ”horizontdlnej vrstvy” zakreslime body odpovedajlce
minimalnym prvkom (M, <).
= Ak uZ mame "vrstvu” i, tak do “vrstvy” i + 1 (ktord je “nad” vrstvou i)
zakreslime vsetky nezakreslené prvky, ktoré pokryvaju iba prvky
"vrstiev” <i. Ak prvok x “vrstvy” i + 1 pokryva prvok y “vrstvy” <1,

”Y.

spojime x a y neorientovanou hranou (tj. “Ciarou”)

o Dalsie typy usporiadani
= Kvazi-usporiadanie - R je reflexivna a tranzitivna
=  Dobré usporiadanie - kazda podmnozina obsahuje najmensi prvok

Zobrazenia
o Bindrnu relaciu f nazyvame zobrazenim vtedy, ked o nej plati:
= Ja,b]efAla,cleEf=>b=c
* fla)=bAf(a)=c=b=c



o Obraz mnoiiny:

= f(M)={b;Ja € MTf(a)=b}.
o Uplny vzor mnoziny:

= f}P)={a;IbEPf(a)=Db}

o Vlastnosti zobrazeni
= Definicia.
e Ak o zobrazeni f plati
o Va,b€eD(f);a=b=f(ay="f(b),
e hovorime, Ze je prosté, alebo injekcia
e Nechf:A - B. Ak plati, Ze H(f ) = B hovorime, Ze f je zobrazenie z mnoziny A na
(surjekcia) mnoZinu B. Ak D(f ) = A hovorime, Ze f je zobrazenie mnoziny A do mnoziny B.
Ak plati, Zze D(f ) = A, H(f ) = B hovorime, Ze f je zobrazenie mnoZziny A na (surjekcia)
mnozinu B
e Prosté zobrazenie mnozZiny A na mnoZinu B nazyvame vzajomne jednoznac¢nym
zobrazenim A na B alebo bijekciou A na B.
= Definicia. Ak existuje bijekcia mnoziny A na mnoZinu B hovorime, Ze mnoZzina A je ekvivalentna
s mnoZinou B a piSeme A ~ B.
= Veta. Pre fubovolné mnoiziny A, B, C plati
o A~A
e A~B=>B~A
e A~BAB~C=>A~C
= Definicia. Nech je dané zobrazenie f : A = B; na mnoZine A definujeme reldciu ~ podmienkou:
e a~bs f(a) = f(b).

= Relacia ~ je ekvivalencia na A a faktorova mnozina A/ ~ je ekvivalentna s oborom hodnét H(f ).

Mohutnosti mnoZin
o Kone¢né mnoziny
o Nekonecné mnoZiny
=  Spocitatelné (existuje bijekcia s mnoZinou prir. ¢isel) (Sem patri aj mnozina celych (0,1,-1,2,-2)
a aj raciondlnych cisel)
= Nespocitatel'né (neexistuje bijekcia s mnozinou prir. Cisel)
e Ak (0,1) € R je nespocitatelnd tak aj R je nesp.
e Dokaz sporom:
o Predpoklad Ze (0,1) je spocitatelna mnozina
k, = 023456 ...
k, = 0.24387059 ...
ks = 0.56327128 ...
ks = 0.11223344 ...
ks = 0.233456 ...
Nové ¢islo: 0.14325 ...
Dalsie nové &islo — ak je ¢islo v rovnakom indexe 3 tak napi$em 7, ina¢
napiSem 3: 0.33733 ...
o KedZe sa liSi od kazdého k;¢isla v i indexe, tak nemézZe byt uz napisané, je to
spor
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