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! Rekurze v programovani

Co je rekurze?

B Zpusob specifikace entity odkazem na sebe sama.

Rekurzivni funkce

B Funkce, ktera je definovana pomoci volani sebe
same.
Priklad: definice faktorialu
faktorial (0) = 1
faktorial (n) = n x faktorial (n-1), pron >0

Kazda rekurzivni definice musi mit explicitni

definici pro alespon jednu hodnotu argumentu,
jinak by slo o kruhovou definici.
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Podminény vyraz zapisu rekurze:
[by > €y, by —>ey ... Dbp1 > €ny, €]

Rekurze v programovani

b: - oznacuje logickou podminku,

e; - oznacuje vyraz.

Hodnota vyrazu se ziska hledanim pravdiveée
b. zleva a vysledkem pak je odpovidajici e,.

Priklad: definice funkce faktorial.
faktorial (n) = [(n=0) - 1, n x faktorial(n-1)]
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Priklad: rekurzivni funkce pro vypocet faktorialu.

Rekurze v programovani

unsigned int fact (unsigned int n)
{
1f (n == 0)
return 1;
else
return n*fact (n-1) ;

Rekurze Snimku 41 5



! Rekurze v programovani

Rekurze

B Programovaci technika - opakované pouziti
programove konstrukce pri reseni teze ulohy
uvnitr teze konstrukce.

Musi obsahovat ukoncovaci podminku.

Pouziva se tam, kde Ize tentyz postup reseni
aplikovat na kazdou podulohu.

B Nekteré ulohy a datoveé struktury jsou
rekurzivni samy o sobé

o Seznam - struktura, kde prvek obsahuje
ukazatel na zbytek seznamu

B Kazdou rekurzi lze nahradit iteraci (a naopak).
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Rekurze a iterace

Iterace

B Cyklus - sekvence pfikazu vykonavana
opakované na zaklade testu podminky.

B Podminka ukonceni je nezbytna, jinak by vznikl

ne
ne

B Re

konedny cyklus. MUze se objevit na zacatku
D0 na konci cyklu.

kurze — zobecnéna iterace — podminka

ukondeni se muze vyskytovat v rekurzivni
definici kdekoli.

B Iterace byva efektivnejsi, rekurzi Ize popsat
(o) v vV aVv7s .
pruzracnejsim algoritmem.

Rekurze
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W Rekurze a iterace

Priklad: uvazujme cyklus:

vold tisk(int n)

int 1 = 1; {
while (1 <= N)-= 1f (n > 1) tisk(n-1);
{ printf ("%d ", n);
//sekvence prikazua S; return;
1++4; }
} // 1 2 3 . . . .n

O Prikazy S; necht proménnou i neméni. Iterace zde
prob&hne jako posloupnost bloku:

Si; Sy ... Sy
0 To by odpovidalo rekurzivni funkci se strukturou:
F(N) ={if(n>1) F(n-1);S,; }
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W Rekurze a iterace

Priklad: cyklus s podminkou na konci:

int 1 = N; vold tisk(int n)
do { {
//sekvence prikazu S, printf ("$d ", n);
1--; k///////////éé/%n > 1) tisk(n-1);
} while (1 > 0)% return;

}
// n . . . 4321

Posloupnost bloku:
Sni Sn-1j -+ S1;
Odpovidajici rekurzivni funkce:
F(n) = {S,;if(h>1)F(n-1); }
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W Rekurze a iterace

O Predchozi rekurzivni struktury nejsou
proti iteraci zadnym prinosem.

[ Iterace je v techto pripadech vzdy
efektivnéjsi.

0 Uvazujme nyni rekurzivni funkci F:

F(k)={ S,; if (k>1) F(k-1); else S; T,; }

S, a T, — posloupnosti pFikazu zavislé na k, ale
promeénnou k nemeni.
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W Rekurze a iterace

Pri volani pro k = n, n > 1, bude sled operaci

pri vypoctu F(n) nasledujici:

F(n) > S, F(n-1)
— S, S,.1 F(n - 2)
>
> S, Sq1...5,51S T,
> S, S5,1..5,5ST; T,
>
> S, Sh1..5,5{ST;T,..T,

Rekurzi |ze chapat jako obecnéjsi moznost

v 7 7 V7 (o) v 7 .
razeni sekvenci prikazu nez dovoluji iterace.
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Ww Rekurze a zasobnikova pamét

Zasobnik

B Struktura do niz se prvky vkladaJ| na konec
(vrchol) a pak se od konce vyblraJ| - porad|
prvku pfi vklddani a vybirdni je opacéné.

B Stejné funguje zasobnikova pamét pri volani
funkci.
B \Vztah k rekurzi
o Na vrchol zasobniku se uklada stav dilcich
poduloh (hodnoty mezivysledku).

Rekurzi z predch02|ho slajdu Ize prevest na iteraci
pouze pomoci pomocneho zasobnlku - helze ji
nahradit pouhym zfetézenim cyklu.
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Rekurze a zasobnikova pameét

Pri volani funkce se na vrcholu zasobniku

vymezi oblast potrebna pro:
B |okalni proménng,
B argumenty, se kterymi byla funkce volana,

B vysledek funkce (jen pro funkce, které vraceji
hodnotu),

B informace pro spravny navrat z funkce.

ato oblast se nazyva aktivacni zaznam
funkce, ktery vznika pri kazdém volani
funkce.
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Priklad: rekurzivni funkce pro vypocet faktorialu.

Rekurze v programovani (sijd s)

unsigned int fact (unsigned int n)
{
1f (n == 0)
return 1;
else
return n*fact (n-1) ;
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Priklad:vypocet faktorialu — demonstrace vyuziti
zasobniku pri rekurzivnim volani funkce.

Rekurze a zasobnikova pameét

2 ||int x = fact(3); cas

s|n=3 -13(3(3[/3/3/3|3| -6
B ||| return 3* fact(2) . |212121212|—2

S |[|n =2 1]1]1] —1

% || return 2% fact(p///T 1

o -

e |||return 1* fact(0)—

)]

n=20
return 1
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W Rekurzivni funkce

Rekurzivni volani

B Znovu taZ posloupnost ptikazu, aniZ by puvodni
byla dokoncena

B \Vzdy opéet nova sada lokalnich proménnych

Podminka vedouci k ukonceni funkce

B Musi existovat, jinak vznikne nekonecna
rekurze = havarie (vycerpani zasobniku)

Prima rekurze: funkce A ma ve svém téle

opéet prikaz volani funkce A.

Neprima (vzajemna, zprostredkovana)
rekurze : A vola B; B vola C; C vola A.
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W Rekurzivni funkce

Priklad:VypocCet binomického koeficientu.

N AT Nevhodné pro primy vypocet
: (hodnoty faktorialu mohou
K (N —K)!K! rychle presahnout pocitacovy
rozsah).

Lze odvodit ndsledujici vztah: ([ N

1]
Splnuje vsechny podminky na 0
rekurzivni definici.

p
Kombinacni Cislo je matematicka funkce, ktera udava pocet kombinaci, N N N e
tzn. zplUsobl, jak vybrat k-prvkovou podmnozinu z n-prvkové mnoziny (k a -
n jsou Cisla prirozend). Kombinacni Cislo se znaci ve tvaru (") (¢te se ,n |:| —_—

nad k"), nékdy se pouziva také znaceni ,Cy Ci C(n,k). 1
Kombinaéni ¢&islo se pouziva hlavné v kombinatorice, velice dilezité je 6 B K —

vyuziti v binomické vété (pficemz je zde oznacovano jako binomicky
koeficient) Ci Leibnizové pravidle.
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W Rekurzivni funkce

Priklad:VypocCet binomického koeficientu.
int binKoeficient (int n, 1nt k)

{

1f (k == 0)
return 1;
else
return binKoeficient(n - 1, k - 1)*n/k;

int n =5, k = 3;
printf ("kombinacni cislo %d nad %d = %d\n", n,k,
binKoeficient (n, k));
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W Rekurzivni funkce

Priklad:VypocCet binomického koeficientu.
int binKoeficient (int n, 1nt k)

{
1f (k == 0) 5
return 1; 3 10

else
return binKoeficient (n-1,k-1)*n/k;

n k binKoeficient
1. volani 5 3 6x5/3=10
2.volani 4 2 3x4/2=6
3. volani 3 1 1x3/1=3
4. volani 2 0 1
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W Rekurzivni funkce

Priklad: Celé kladné Cislo n zapsat v soustavé o zakladu z.
volid prevod (int n, 1nt z)

{

const char znakCislal[] =
"01234560789ARCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ" ;
1f (n < 2)
printf ("sc", znakCislaln]):

else 10 = (1010),
{
revod(n/z, 2z); o n z
e ( Z ’ ) 1. volani 10 2 0O 1
prevod (nsz, z); > volani c 5 1
} 3. volani 2 2 0
return; 4. volani 1 | 2 1
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Hanojské veze
Mezi klasické problémy pouziti rekurze patri problém Hanojskych
vezi. Stara vietnamska hra, k niz se vaze legenda: Pri stvoreni
sveta bylo na jednu ze tri diamantovych jehel Velkeého chramu v
Benaresu umisténo 64 diskl. Od té doby knéZi tyto disky
prerovnavaji na cilovou jehlu, pricemz:

d v daném okamziku se prenasi jen jeden disk,

AQ nikdy nesmi byt umistén vétsi disk na mensim.
Az se knézim podari disky prenést, chram se zbori a svet s
tfeskem zmizi. Protoze diskuU je 64 dava to nadé&ji, ze to tak
hned nebude.
Mame k dispozici tFi jehly (A,B,C) a urdity polet diskd s ruznym
prumérem a s otvorem uprostied, které se mohou na jehly
nasazovat.

Rekurzivni funkce
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Na pocatku jsou vsechny disky navleCeny na jednée z jehel (A) tak,
Ze tvofi véz, smérem vzhuru se zuzujici.

Ukolem je premistit disky na jehlu (C) s pouzitim jehly (B), pricemz
musime dodrzovat tato pravidla:

0 v kazdém kroku muzeme premistit pouze jeden disk, a to vzdy z
jehly na jehlu (disky nelze odkladat mimo jehly),

@ neni povoleno polozit vétsi disk na mensi.

Pro tuto Ulohu existuje i nerekurzivni postup reseni.

Ale rekurzivni postup, zalozeny na rozkladu ulohy na ulohy mensi (s
niz&imi hodnotami parametrd) je zde velmi nazorny a jednoduchy.

A B C

Rekurzivni funkce

Rekurze Snimku 41 22



W Rekurzivni funkce

. V 4 vV Vv
H a n O] S ke Veze (http://www.animatedrecursion.com/intermediate/towersofhanoi.html)

[on line, cit. 2018-11-12]

rekurzivni reseni zalozime na tom, ze
problém s N disky bude resen, kdyz:

B preneseme N - 1 hornich disk z Ana B s
bouzitim C jako odkladaci jehly,

B pak preneseme nejvéetsi disk zbyly na A, na
jehlu C,

B a konecnée prerovhame véz s N - 1 disky z B
na C s pouzitim A jako odkladaci jehly.
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Rekurzivni funkce

Tento postup zachycuje neformalni rekurzivni
specifikace ulohy HANOI (A,B,C,N) - preneseni
N diskt z A na C s pomoci B pro odkladani:

HANOI (A : odkud, B : odkladaci jehla,
C : kam, N : pocet disku)
proN =1TAH(z A na C)
jinak
( HANOI (A, C, B, N - 1);
TAH (z A na C);
HANOI(B, A, C, N - 1))
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Rekurzivni funkce

Pfenos 3 disku z tyde zdroj na ty¢ cil.

1

-

zdroj pomocna cil

Rekurze Snimku 41
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Rekurzivni funkce

polet tahu:
jestlize Ty je pocet tahu pro N disku, pak plati:
T1= 1aTN=2TN_1+ 1,prON> 1,

odtud Ty = 2N - 1. Vychozi stav: 3 disky na vezi 1.

1 Tah z1na 3
2 Tah z 1 na 2
3. Tah z 3 na?2
4, Tahz1na3
5 Tahz2nal
6 Tah z 2 na 3
/. Tahz1na3
Konecny stav: 3 disky na vézi 3.
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B Kazdé volani fun
zasobniku, inicia
prodluzuje se do

Rekurzivni funkce

Rekurze je neefektivni

kce ma rezii — alokace pameéti na
izace aktivacniho zaznamu -

ba vypoctu

B Pokud to jde, pouzivame iteraci

Priklad: Funkce pro vypocet n-tého clenu Fibonacciho
posloupnosti, ktera je rekurentné definovana takto:

0

f, = 1
fo 1+
0,1,1,2,3,5,8, 13,

oron =0
oron = 1

f.opron > 1
21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, ...

Rekurze
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W Rekurzivni funkce

Priklad: vypocet n-tého Clenu Fibonacciho posloupnosti.
#define NFIBOS 36

long 1nt fibo (i1nt n)
{

1f ((n == 0) || (n == 1)) return n;
else return fibo(n-1) + fibo(n-2);
}
int main (void)
{
for (int 1 = 0; 1 < NFIBOS; i++)
printf ("Fib. ¢islo #%d = %$1d\n",i, fibo(i));
return 0;
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Rekurzivni funkce

Priklad: patnact vyvolani funkce fibo pro n = 5.

5

1

Rekurze

Snimku 41
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W Rekurzivni funkce

0 Funkce fibo() je nepouzitelna - v cyklu od 0 do 5
dojde k 34 volanim funkce, kazda dalsi iterace tento
pocCet zhruba zdvojnasobi

A\ A4

0 Lepsi reseni: nerekurzivné pomoci cyklu

long fibo[NFIBOS];
int 1;
fibo[0] = 0; fibo[l] = 1;
for (1 = 2; i < NFIBOS; i++)
fibo[i] = fibo[1-2] + fibo[i-1];
for (i = 0; i < NFIBOS; i++)
printf ("Fib. ¢islo #%d = %1d\n",i+1, fibo[i]);
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Posloupnost Ize jednoznacné rozsirit na obor celych
zapornych cisel, kdy prvni ¢leny od Fib(0) dale k

A\ 4 \V&4 (o) .
mensim cislum jsou:

Rekurzivni funkce

o1 -12 -3,5, -8,13, -21, ...

a plati :
Fib(n) = - Fib(n) pro n sudé
Fib(n) = Fib(n) pro n liché

Fibonacciho kralikarna [on line, cit. 2018-11-16]
http://tomason.free.fr/kvazi/Kvazi.html
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Deélitelnost Fibonacciho cCisel

Kazda dve po sobé jdouci Cisla Fibonacciho posloupnosti jsou nesoudélna.
Necht n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti je jeji nejmensi kladny clen,
délitelny prirozenym cislem d. Pak vSechna Cisla Fibonacciho posloupnosti
deélitelna Cislem n jsou Cisla Fib(k*n), kde k je celé Cislo, a zadna jina.

Rekurzivni funkce

Priklad: pro d=7 je nejmensi kladny cClen délitelny Cislem 7 Cislo Fib(8) =
21, proto vsechna Cisla Fibonacciho posloupnosti délitelna Cislem 7 jsou :
Fib(0)=0, Fib(8)=21, Fib(16)=987, Fib(24)=46368, ... a zadna jina.

Necht ¢&islo Fib(n) je prvodislo rizné od 3. Pak n je prvodislo.

Pfiklad: 13 je prvocislo (rizné od 3) a 13=Fib(7), proto 7 je prvodislo.
ALE :

Neplati, ze je-li p prvocislo, pak Fib(p) je prvocCislem. Nejmensim takovym
prvocislem je p=19, protoze Fib(19) = 4181 = 37*113.
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Neprima rekurze
B \/zajemné rekurzivni volani vice funkci.

B Implementacni problém: potrebujeme pouzivat
funkce, které jesté nebyly implementovany

B V jazyce C pomoci deklarace prototypu funkce

Rekurzivni funkce

Priklad: vypis prvku seznamu (samoziejmé to jde i jinak).

// prototyp funkce
vold vyplsSeznam(const TList *list);
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W Rekurzivni funkce

// vypide prvni prvek seznamu a pak 1 ostatni
vold prvniAZbytek (const TList *1ist)
{
vyplisData(list—->data);
vyplsSeznam(list—->dalsi) ;
}
// definice funkce
vold vyplsSeznam(const TList *list)
{
if (list !'= NULL)
{ // koncovad podminka
prvniAZbytek (list) ;

Rekurze Snimku 41
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Rekurzivni funkce

Vypocet nejvetsiho spolecneho délitele.
Euklidtiv algoritmus pro kladna cisla
NSD(a,b) (a,b > 0; a > b)

Cislo a délime Cislemb — ry
je-lir; = 0, delime Cislo b Cislem r; — r;
je-lir, = 0, délime Cislo ry Cislem r; — r3

Sk

po n krocich dojdeme ke zbytku:
r,=0, —» NSD(a,b) =r,4
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Rekurzivni funkce

Priklad: nejvetsi spolecny délitel Cisel 648 a 252.

648 252 podily
144

108

zbytky po déleni

rn-1

Rekurze Snimku 41
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W Rekurzivni funkce

Priklad: nejvéetsi spolecny délitel.

long long spolecny delitel (unsigned long 1,
unsigned long 7j)
{
1f (1==0 || 3==0)
{ // né&které z &isel je nula
return -1;
}
1f(1<7)
{ unsigned long k = 1; 1 = 3; ] = k;
(J

}
return (153 > 0)? spolecny delitel(3,1%3) : J;
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W Rekurzivni funkce

Priklad: nejvéetsi spolecny délitel.

int main (void)
{
unsigned long int 1,7;
printf ("Nejvetsi spolecny delitel dvou celych,"
" kladnych, nenulovych cisel.\n");
printf ("Zade] dve cela kladna cisla: ");
scanf ("$1lu%lu", &i, &3); //!!
printf ("Nejvetsi spolecny delitel cisel"
" %1lu a %1lu je cislo s1lu",
i, J, spolecny delitel (1, 3J)):
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ekurze v programovani
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Kontrolm’ otazky

1. V ¢em se lisi rekurze a iterace?

2. Proc byvaji iteracni algoritmy bezpecnéjsi nez
rekurzivni?

3. V cem tkvi nebezpeci pri pouzivani rekurzivnich
algoritmu?

4,

Jaky je rozdil mezi primou a neprimou rekurzi?
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Ukoly k procviéeni

[

Definujte rekurzivni funkci v jazyce C pro vypocet faktorialu.

Napiste funkci pro rekurzivni vypocet hodggt)ﬁv Pascalove
trojuhelniku: pascal(n, k), kde n je index radku PascalqQva
trojuhelniku a k je index prvku na tomto radku. Pascaluv
trojuhelnik vypada takto:

Napiste program v jazyce C pro reSeni problému Hanojskych
veézi.

Napiste program v jazyce C (bez pouziti rekurze) pro vypocet
n-teho Clenu Fibonacciho posloupnosti.

Napiste program_v jazyce C (bez pouziti rekurze) pro vypocet
nejvetsiho spolecneho delitele dvou celych kladnych Cisel.
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