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ProC potfrebujeme umét popsat krivé tvary?

Rovnost pfimek a kulatost
kruznic je ideal, ktery se ve
skutecnosti pfiliS nevyskytuje!
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Cil prednasky

Seznamit se s jednotlivymi typy
kfivek ve 2D, metodami jejich
reprezentace a zakladnimi
principy vykreslovani.
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Uvod Pouziti a zakladni typy kfivek

PouZziti kfivek v pocCitaCové grafice, pokr.

Definice fontU

Gontour 1
{outside)

Contour 2
(inside)
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Uvod

Pouziti a zakladni typy kfivek

PouZziti kfivek v pocCitaCové grafice, pokr.

Kreativni grafika
0056\‘1 coupled alg, Oryy
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Anti-Grain© h a common idea.

[JFixed Length C] Animate O Animate
Number of intermediate-Points.=.400.000- @ O Close Preserve X scale Number of intermediate-Poin@=-200.000-

Fixed Length []Preserve X scale

[www.antigrain.com]
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Uvod Pouziti a zakladni typy kfivek

PouZziti kfivek v pocCitaCové grafice, pokr.

UrCovani drahy objektl pfi animaci
@ Run Cycle - Rodri Torres [http://rodri.aniguild.com/]

E I 1 2 3 4 §$ & % 3 3 b M7 12 1 14 15 1B W B 198 D A B B
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Uvod Pouziti a zakladni typy kfivek

PouZziti kfivek v pocCitaCové grafice, pokr.

Run Cycle - Rodri Torres

v
. 7

Video ukazka
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Uvod Pouziti a zakladni typy kfivek

PouZziti kfivek v pocCitaCové grafice, pokr.

Sablonovani
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Uvod Pouziti a zakladni typy kfivek

Pozadované vlastnosti krivek

Invariance k affinim Konvexni obalka

transformacim a projekci @ Kiivka lezi v konvexni obalce
@ Rotace fidicich bodd nema svych fidicich bodu.
vliv na tvar kfivky.

P, .
Py 2
|
o
v d

\

. Lokalita zmén

Interpolace krajnich bodu

@ Kfrivka prochazi krajnimi
body.

(FIT VUT v Brné) Zéklady pocitacové grafiky



Uvod Pouziti a zakladni typy kfivek

Zakladni druhy kfivek

Interpolacni krivka

@ Kfrivka pfimo prochazi
body ("proloZeni"bodi
krivkou).

Aproximacni kfivka
@ Neprochazi body.
@ Tzv. fidici body).

Interpola¢ni

Ny,
~
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Uvod Pouziti a zakladni typy kfivek

Zakladni druhy krivek, pokr.

Neracionalni kfivka
Racionalni krivka @ Tvar kfivky ovliviiujeme

@ Vahove koeficienty w; pouze zmenou polohy
fidicich bodu. fidicich bodu.

@ Invariantni vigi @ Specialni pfipad racionalni
perspektivni projekci. kfivky, kdy w; = 1.

@ Nejsou invariantni vici
perspektivni projekci!

Py
P2
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Uvod Parametrické vyjadreni kfivky ve 2D

Reprezentace krivek v pocitacové grafice

Jak muzeme reprezentovat kiivku? ]
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Uvod Parametrické vyjadreni kfivky ve 2D

Parametrické vyjadreni kfivky

@ Klasické matematické vyjadreni, y = F(x), neni pro pocitacovou
grafiku vhodné!

Parametrizovana 2D kfivka
Q(t) = [x(1),y(t); te(0,1)

Polynomialni kfivka

P

@ Kubické polynomy
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Uvod Parametrické vyjadreni kfivky ve 2D

Maticovy zapis

@ Zakladni tvar

X y

Q“Q

x(t)=a,f+b ' +c t+d, 0()=T.C=[F11]. b
y(t)=a,t +b t+c t+d, c, ¢,
d

X

o

@ Konstantni matici C mizeme rozepsat do soucinu C = MP

g
T 2 3 3
My My My Moy
21 2 23 24 1 1
My My Mzz My

Ty — gy 3 3

(=}
(=]

O(t)=TMP=[r't"t1].

)
[S)

@ M ... bazova matice (dana pouzitou metodou).
@ P ...geometricky vektor (Fidici body, fidici vektory), P; = [X;, yi].
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Uvod Parametrické vyjadreni kfivky ve 2D

Jiny zapis

Q(t) = Py.Fo(t) + P1.Fy(t) + Pa.Fa(t) + Ps.F3(t)

@ P ...tidici body, P; = [x;, yi]-
@ F;...polynomidlni funkce (,vahuji pfispévky Ffidicich bodu*).

—Fy TR TRy Ry
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Uvod Spojitost kivek a spline kfivka

Spline kfivka

@ Krivky spojované ze segmentu po Castech polynomialni
kfivky.

A
©

(FIT VUT v Brné) Zéklady pocitacové grafiky



Uvod Spojitost kivek a spline kfivka

Spojitost krivek spojovanych ze segmentu

Moznosti parametrické spojitosti C"
@ CY - totoznost navazuijicich koncovych bodu.

@ C' —totoznost te¢nych vektord v navazuijicich bodech.
@ C? —totoznost vektor 2. derivace v navazuijicich bodech.

o Cim vyssi spojitost, tim déle se oba segmenty k sobé&
primykaji.
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Uvod Spojitost kivek a spline kfivka

Spoijitost krivek, pokr.

Oslabena podminka spojitosti (téz2. geometricka spojitost G")

@ G - totoZnost navazujicich koncovych bodu.
@ G' —te&né vektory v navazujicich bodech jsou linearné zavislé.
@ G? —shoda prvni kfivosti v navazuijicich bodech.
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Uvod Spojitost kivek a spline kfivka

LepSi definice spline krivky

@ Spline — pruzné kfivitko, kovovy pasek prolozeny body.
@ Po Castech polynomidlni kfivka.
@ Spline k¥ivka stupné n mé spojitost C"~1.

Cil pouziti spline krivek Pfirozeny spline
@ Minimalizovat kfivost kfivky
(délku, energii).

@ Efektivni fizeni tvaru kfivky

@ Spline, ktery interpoluje
své fidici body.

e

(modelovani).

S 08 e
\ /
I /
\v /
A ol /
} aal [
/
/
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Interpolaéni kfivky Fergusonova kubika

Fergusonova kubika

/ @ UrCena dvéma koncovymi body
Py, P4 (pglorla) a dvéma tecnymi
vektory Py, P; (vyklenuti).

Maticovy zapis

2 -2 1 1 Po

_ Y -3 3 -2 -1 P
Qn=TMP=[Fetl. 7 o o 4| P
1 0 0 0 P!

Q(t) = Po.Fi(t) + Py.Fa(t) + Pj.Fa(t) + P|.Fa(t)
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Interpolaéni kfivky Fergusonova kubika

Fergusonova kubika, pokr.

Hermitovy polynomy

Fi(t) = 265 322 +1 @ Neinteraktivni a neintuitivni
3 > fizeni tvaru.
Fat) = —2f+3t vEh
_ B _oR g @ Nelokalni zména tvaru
Fo(t) = -2+ posunem jednoho bodu.
Fut) = B¢

4

@ Navazovani segmentu — totoznost koncovych bodu (Cp) a
shodnost teCnych vektord (Cy).

@ Mezi dvéma body jeden segment.

@ Prirozeny spline — maticové feseni celé kfivky pro nulové koncové
tecné vektory.
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Interpolacni kfivky Kochanek-Bartels spline

Kochanek-Bartels spline

@ Interpolacni spline kfivka.

@ Pro interpolaci vyuziva Fergusonovych kubik.

@ Ur¢eno mnozinou N interpolovanych bodi P; a odpovidajicimi
koeficienty a;, b; a ¢;.

@ Koeficienty urCuji chovani kfivky v daném bodé.

Vypocet tecnych vektorl

> (1 —a)(1 +b)(1 +¢) " (1 —a)(1 = b)(1 —¢)

Pl = — 5 F=FP) 5 (Pis1 — Pi)
7 (1 —aip ) + bip1)(1 — Git1) (1 —ai1)( = bip1)(1 + Git1)
P = v 2:+ i) p _p )4 iy : it i) p . _p)
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Interpolacni kfivky Kochanek-Bartels spline

Kochanek-Bartels spline, pokr.

Vyznam koeficientt

@ a;...tenze (jak ostie pfiléha kiivka v bodé P;).
@ b; ...Sikmost kFivky.
@ ¢ ...spojitost kfivky.

o’

Pouziti v animaci

@ Definice drahy pohybu objektu.
@ Konstantni rychlost bodu.

(FIT VUT v Brné) Zéklady pocitacové grafiky 26/ 46



Interpolaéni kfivky Catmull-Rom

Catmull-Rom spline

@ Interpolacni spline kfivka urCena
mnozinou N bodl Py, ..., Py_1.

@ Tecny vektor v P; je rovnobézny s
vektorem P;_1 — Pj4.

@ Kochanek-Bartels s nulovymi

koeficienty.
-1 3 -3 1 Pi_
Q(t):%[tstzﬂ]. _21 _05 ? _01 : /511;
0 2 0 O Pi
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Interpolaéni kfivky Catmull-Rom

Catmull-Rom spline, pokr.

@ Kfivka vychazi z bodu Py a kon€i v bodu Py _».
@ Interpolaci koncovych bodu zajisti jejich opakovani.

+/-
@ Vysledny spline obecné nelezi v konvexni obalce
svych fidicich bodu.
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Aproximaéni krivky Beziérovy kfivky a kubiky, algoritmus de Casteljau

Beziérovy krivky

@ Aproximacni kfivky (2D grafika, fonty,
Sablonovani) 1960.

@ Polynomialni kfivka s pouzitim
Bernsteinovych polynomu B;.

@ Krivka stupné nurCena n—+ 1 body.

@ Prochazi koncovymi body.

Definice krivky

n
Q(t):ZP,_B}’(t); i=0,1,....n
=0

Tecné vektory v

koncovych bodech

N | P(0) = 3(Pi—Po)
B(t) = (I,>t’(1 -1 te<0,1> P’(1) = 3(P;— P,)

i
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Aproximaéni krivky Beziérovy kfivky a kubiky, algoritmus de Casteljau

Beziérovy kfivky, pokr.

Rekurentni definice
Bernsteinovych polynomda

BY(t) = (1 - 1.8/ (t) + .87 (1)
@ Vyuziva ji algoritmus de Casteljau
SRS S - pro vykresleni kfivky (viz. dale).
B () ™~ T Ba(t)
Dal$i vlastnosti polynomu
h . @ Maji nezapornou hodnotu.

@ Maji jednotkovy soucet — kfivka
lezi v konvexni obalce.

@ Rekurentni definice.

(FIT VUT v Brné) Zéklady pocitacové grafiky



Aproximaéni krivky Beziérovy kfivky a kubiky, algoritmus de Casteljau

Algoritmus de Casteljau

P,(6)=(1-1)-P, +t-P,,
B, i

B, >P

F,>P, >P,{

B> B, > B, > E;

@ Rekurzivni algoritmus vykreslovani Beziérovych kfivek.
@ Plyne z rekurentni definice pro Bernsteinovy polynomy.

@ Useky fidiciho polynomu jsou déleny v poméru hodnot t a
1-—t.
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Aproximaéni krivky Beziérovy kfivky a kubiky, algoritmus de Casteljau

Vykresleni krivky algoritmem de Casteljau

@ Opakovany vypocet pro riizné hodnoty t se zvolenym krokem.
@ Spojovani vypoctenych bodu useCkami.

@ Jakou optimalni velikost kroku zvolit?

@ Rovnomeérné rozprostfené body (stejny pocCet na rovné i kfivé
casti krivky)!
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Aproximaéni krivky Beziérovy kfivky a kubiky, algoritmus de Casteljau

Beziérovy kubiky

@ Segment popsan Ctyfmi fidicimy body
Po, P1, P2 a Ps.

@ Nelokalni zména tvaru posunem
jednoho bodu.

@ Invariantni k linearnim transformacim.

Zapis pomoci Bernsteinovych

polynomu stupné 3

Maticovy zapis

-1 3 k3 1][P P(t)=P,By(t)+P, B,(t)+P,B,(t)+ P, By(t)=2 P,B,(t)
_~|3 -6 (3 o]~ —(1_4) =0
o= 7 [ bl s B, (t)=(1-1) i
10 Jo lof|p B,(¢)=3t(1-1)
’ B,(¢)=33(1—t) ®
B,(t)=t"o
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Aproximaéni krivky Beziérovy kfivky a kubiky, algoritmus de Casteljau

Navazovani segmentl Beziérovych kubik

Tecné vektory v koncovych bodech

(0) = 3(P1—Po)

—

P/
P'(1) = 3(Ps—P2)

<

Podminky spojitosti C'

@ Totoznost koncovych bodu.

@ Shodné te¢né vektory — koncovy
bod Useku Q; je sttedem UseCky
predposledniho bodu Q; a
druhého bodu Q. 1.
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Aproximaéni krivky Beziérovy kfivky a kubiky, algoritmus de Casteljau

Algoritmus de Casteljau a Beziérovy kubiky

P.P.P, P,
//'

» \
L.L.L,I R,R.R,R,
@ "Divide and Conquer"— rekurzivni déleni na dvé podkfivky,

volime t = 0.5.

@ Dostateéné rovna kiivka neni dale délena, ale rovnou
vykreslena.

@ Minimalni vzdalenost bodu na arovni uhlopficky pixelu.
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Aproximaéni krivky Racionalni Beziérovy kfivky

Racionalni Beziérovy krivky

. @ Misto neracionalnich Bernsteinovych

R R, polynomu B! jsou pouzity racionaini

R polynomy Ry

@ w; — vahovy koeficient i-tého fidiciho bodu.

@ Pro w; = 1 jsou racionalni polynomy R/
0 ! rovny neracionalnim By

TP Definice kfivky

Y wPBI(Y)
at) =S PLRI(t) = 2=C
(=2 PRI =S5 e
W,‘.B,n(t)
S0

RI() =
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Aproximaéni krivky Racionalni Beziérovy kfivky

Racionalni Beziérovy krivky, pokr.

Vlastnosti polynomu
@ Maji nezapornou hodnotu.
@ Maji jednotkovy soucet — kfivka lezi v konvexni obalce.
@ Nemaji rekurentni definici!

@ Pro vykresleni nelze pouzit algoritmus de Casteljau! \
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Aproximaéni krivky Coonsovy kfivky (kubiky)

Coonsovy kfivky (kubiky)

@ Aproximacni kfivka (vyznam
hlavné pro teorii spline kfivek).

@ Polynomialni kfivka stupné n,
uréena n + 1 fidicimi body.

@ Neprochazi koncovymi Fidicimi

body.
Maticovy zapis Tecné vektory
-1 3 -3 1 P, gioy = P2=P
an-ts| 38 -6 3 0 P 2
O=5T13 o0 3 ol | p ol - PP,
1 4 1 0 Ps 2
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Aproximaéni krivky Coonsovy kfivky (kubiky)

Coonsovy kfivky (kubiky), pokr.

Koncové body

Q(O) _ P0+4.6P1 —|—P2
0(1) _ P4 +4.6PQ+P3

Nasobnost fidicich bodu

@ Jednonasobny — bézny bod Pp,.
@ Dvojnasobny — Py = Py — Q(0) lezi v 1/6 Usecky PyP;.
@ Trojnasobny — Py = Py = P, — Q(0) lezi v Py.
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Aproximaéni krivky Coonsovy kfivky (kubiky)

Coonsovy kfivky (kubiky), pokr.

Navazovani segmentt C?
@ Zopakovanim poslednich tfi fidicich bodd sousedniho segmentu.

+/-
@ S kfivkou pracujeme po segmentech.

@ Nelze pridat jeden bod, jediné cely segment.
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Aproximaéni krivky B-spline kfivky

B-spline kfivky

i O T— @ Zobecnéni Coonsovych kfivek.
@ Krivka uréena n+ 1 body.

@ Krivka stupné k — spojitost k + 1.
Po P, @ Nejde o obycejné navazani segmentu
(nemusi platit t e< 0,1 >).

@ Uzlovy vektor U; — hodnoty parametru
P, P, t v uzlech.

Definice kfivky

n
Q(t) =Y P.Nf(t); t€< 0ty >
i=0
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Aproximaéni krivky B-spline kfivky

Rekurentni definice polynomu B-spline krivky

; () N} (o) i
! I . @ Polynomy maji
' N L ha fa nezapornou
N7(0) hodnotu.
T4 fm fe he @ Jednotkovy soucet
e 0 0 — kfivka lezi v
MO G O I lomeal obdke
@ Pridéleni 0 je
. vysledek = 0.
N (t) = 1, prote<ttiq) @ Vykreslovani
0 _ i .
Ni(t) = 0, jinak algoritmem de Boor

(ala de Casteljau).
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Aproximaéni krivky B-spline kfivky

Uzlovy vektor U;

@ Predstavuje hodnoty
parametru t v uzlech.

@ Délka m+ 1, kde
m=n+k+1.

@ Uniformni — i, — t; = konst.

@ Nasobné uzly (zdegenerovani
segmentu do jediného bodu).

@ Lokalni zména tvaru kfivky.

Priklad uzlového vektoru (k = 2)

Ut:(0,0,0,tk+1,...,tmfk,1,1,1,1)
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Aproximacni kfivky

NURBS kfivky

NURBS (Non Uniform Rational B-Spline) kfivky

@ Zobecnéni B-spline kfivek.

@ Racionalni kfivka —
vahové koeficienty w;
i-tého Fidiciho bodu.

@ Neuniformni uzlovy vektor
— iy — ti # konst.

@ Umoznuje vkladani
fidiciho bodu pfi zachovani
tvarul!

@ Presné vyjadreni
kuzeloseCek apod.

@ Invariantni vaci linearnim
transformacim.

(FIT VUT v Brné)

Zéklady pocitacové grafiky

Ping Panm Parm Pean

q1.

(1.0)

Definice kfivky

Z?:O W,'.P,'.N,-k(l‘)
>oito wi-NE(t)
__ wiNK(D)
Soito wi-NE(1)

Q(t) = zn:P,-.F?f‘(t) =
i=0

Rk

I

()
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Aproximaéni krivky NURBS kfivky

Priklady NURBS krivek

Definice kruznice

= P
1£D.5] %D.E]

E"I ) ’['I )
pgm\ j -

U:=(0,0,0,0.25,0.5,0.5,0.75,1,1,1)
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