6 Orientované grafy, Toky v sitich

Nyni se budeme zabyvat typem sitovych tloh, ve kterych neni podstatna délka hran a
spojeni, nybZ jejich propustnost (jako potrubni nebo potitatové sitg).

Zakladni dlohou v této oblasti je problém nalezeni maximdalniho toku v siti za podminky
respektovani danych kapacit hran.
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6 Orientované grafy, Toky v sitich

Nyni se budeme zabyvat typem sitovych tloh, ve kterych neni podstatna délka hran a
spojeni, nybZ jejich propustnost (jako potrubni nebo potitatové sitg).

Zakladni tlohou v této oblasti je problém nalezeni maximalniho toku v siti za podminky
respektovani danych kapacit hran.

BEANT

Struény p¥ehled lekce
* Definice a n&které zakladni vlastnosti orientovanych grafii, souvislost.
* Sit& s kapacitami hran, hledani maximalniho toku a dualita.

* Dasledky duality toku; vy%3i souvislost, bipartitni parovani, SRR.
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6.1 Zakladni pojmy orientovanych grafi

PoZadavek explicitng vyjad¥it smér hrany pfirozené vede na nasledujici definici
orientovaného grafu, ve kterém hrany jsou uspotadané dvojice vrchold.
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6.1 Zakladni pojmy orientovanych grafi

PoZadavek explicitng vyjad¥it smér hrany pfirozené vede na nasledujici definici
orientovaného grafu, ve kterém hrany jsou uspotadané dvojice vrchold.

Definice 6.1. Orientovany graf je uspof. dvojice D = (V, E), kde E C V x V.
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6.1 Zakladni pojmy orientovanych grafi

PoZadavek explicitng vyjad¥it smér hrany pfirozené vede na nasledujici definici
orientovaného grafu, ve kterém hrany jsou uspotadané dvojice vrchold.

Definice 6.1. Orientovany graf je uspof. dvojice D = (V, E), kde E C V x V.
Pojmy podgrafu a isomorfismu se p¥irozené& prenaseji na orientované grafy.
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6.1 Zakladni pojmy orientovanych grafi

PoZadavek explicitng vyjad¥it smér hrany pfirozené vede na nasledujici definici
orientovaného grafu, ve kterém hrany jsou uspotadané dvojice vrchold.

Definice 6.1. Orientovany graf je uspof. dvojice D = (V, E), kde E C V x V.
Pojmy podgrafu a isomorfismu se p¥irozené& prenaseji na orientované grafy.

Znackeni: Hrana (u,v) (zvand také $ipka) v orientovaném grafu D zacding ve
vrcholu u a konéi've (mi¥i do) vrcholu v. Opaéna hrana (v, u) je riznd od (u,v).

Specidln& hrana tvaru (u,u) se nazyva orientovand smycka.
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6.1 Zakladni pojmy orientovanych grafi

PoZadavek explicitng vyjad¥it smér hrany pfirozené vede na nasledujici definici
orientovaného grafu, ve kterém hrany jsou uspotadané dvojice vrchold.

Definice 6.1. Orientovany graf je uspof. dvojice D = (V, E), kde E C V x V.
Pojmy podgrafu a isomorfismu se p¥irozené& prenaseji na orientované grafy.

Znackeni: Hrana (u,v) (zvand také $ipka) v orientovaném grafu D zacding ve
vrcholu u a konéi've (mi¥i do) vrcholu v. Opaéna hrana (v, u) je riznd od (u,v).

Specidln& hrana tvaru (u,u) se nazyva orientovand smycka.

Orientované grafy odpovidaji relacim, které nemusi byt symetrické.
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e Orientovana cesta délky n > 0 je nasledujicim grafem na n + 1 vrcholech

1 2 3 n n+1
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e Orientovana cesta délky n > 0 je nasledujicim grafem na n + 1 vrcholech

1 2 3 n n—+1

e a orientovand kruZnice (také cyklus) délky n > 1 vypada takto:

4 3 2
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e Orientovana cesta délky n > 0 je nasledujicim grafem na n + 1 vrcholech

1 2 3 n n—+1

e a orientovand kruZnice (také cyklus) délky n > 1 vypada takto:

4 3 2

Definice: Pocet hran zacinajicich ve vrcholu u orientovaného grafu D nazveme
vystupnim stupném dzg(u) a polet hran kondicich v u nazveme vstupnim

stupném d,(u).
Soucet v8ech vystupnich stupfi je p¥firozené roven soutu viech vstupnich stupiii.
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Souvislost na orientovanych grafech

Uvedeme si odstupiiované tfi zakladni pohledy:

e Slabd souvislost. Jednd se o tradi¢ni souvislost na symetrizaci grafu D
(tj. po ,zapomenuti* smé&ru Sipek).

@O—e—> e << —o <<—o—>0
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Souvislost na orientovanych grafech

Uvedeme si odstupiiované tfi zakladni pohledy:

e Slabd souvislost. Jednd se o tradi¢ni souvislost na symetrizaci grafu D
(tj. po ,zapomenuti* smé&ru Sipek).

O T e < e < e >

e Dosazitelnost (smé&rem ,ven"). Orientovany graf D je dosaZitelny smérem
ven, pokud v n&m existuje vrchol v € V(D) takovy, Ze kaZdy vrchol = €
V(D) je dosazitelny orientovanym sledem z v.
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Podrobnym zkoumdanim ndasledujiciho obrazku zjistime, Ze jeho graf neni
dosaZitelny smérem ven, nebot chybi moZnost dosdhnout vrchol b tplné& vpravo.
Na druhou stranu po vypusténi b je zbyly graf dosaZitelny ven z vrcholu a vlevo.
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Souvislost na orientovanych grafech, silna

e Silnd souvislost. Necht ~ je bindrni relace na vrcholové mnozing& V(D)
orientovaného grafu D takova, Ze
* u A~ v pravé kdyZ existuje dvojice orientovanych cest — jedna z v do v
a druhd z v do w v grafu D.
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Souvislost na orientovanych grafech, silna

e Silnd souvislost. Necht ~ je bindrni relace na vrcholové mnozing& V(D)
orientovaného grafu D takova, Ze

* u A~ v pravé kdyZ existuje dvojice orientovanych cest — jedna z v do v
a druhd z v do w v grafu D.

Pak = je relace ekvivalence.

’i
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Souvislost na orientovanych grafech, silna

e Silnd souvislost. Necht ~ je bindrni relace na vrcholové mnozing& V(D)
orientovaného grafu D takova, Ze

x 1 ~ v pravé kdyZ existuje dvojice orientovanych cest — jedna z u do v
a druhad z v do u v grafu D.

Pak = je relace ekvivalence.

Definice 6.2. Silné komponenty orientovaného grafu D
jsou t¥idy ekvivalence relace =~ uvedené v p¥edchozim.
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Souvislost na orientovanych grafech, silna

e Silnd souvislost. Necht ~ je bindrni relace na vrcholové mnozing& V(D)
orientovaného grafu D takova, Ze

x 1 ~ v pravé kdyZ existuje dvojice orientovanych cest — jedna z u do v
a druhad z v do u v grafu D.

Pak = je relace ekvivalence.

Definice 6.2. Silné komponenty orientovaného grafu D
jsou t¥idy ekvivalence relace =~ uvedené v p¥edchozim.

Orientovany graf D je silné& souvisly pokud ma nejvy$e jednu silnou komponentu.
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Pro ilustraci si mirné& upravime d¥ive prezentovany orientovany graf tak, Ze bude
dosaZitelny z nejlevéjsiho vrcholu. Je vysledek silné souvisly?

(s N

She
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Pro ilustraci si mirné& upravime d¥ive prezentovany orientovany graf tak, Ze bude
dosaZitelny z nejlevéjsiho vrcholu. Je vysledek silné souvisly?

(s N

e

Ne, na obrazku jsou vyznacené jeho 4 silné komponenty.

Zaroveii uvadime pro ilustraci obrdzek kondenzace silnych komponent tohoto grafu,
coz je acyklicky orientovany graf s vrcholy reprezentujicimi zmin&né silné komponenty
a sméry hran mezi nimi.
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6.2 Definice sité a toku

Zakladni strukturou pro reprezentaci siti je vazeny orientovany graf (p¥icemz
implicitni smé&r hran je v tomto kontextu nezbytny).

Petr Hlinény, FI MU Brno, 2014 F1: 1B000: Toky v sitich



6.2 Definice sité a toku

Zakladni strukturou pro reprezentaci siti je vazeny orientovany graf (p¥itemz
implicitni smé&r hran je v tomto kontextu nezbytny).

Definice 6.3. Sit je &tvefice S = (D, z, s, w), kde
x D je orientovany graf,
« vrcholy z € V(D), s € V(D) jsou zdroj a stok,

x* w: E(D) — R" je kladné ohodnoceni hran, zvané kapacita hran.
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6.2 Definice sité a toku

Zakladni strukturou pro reprezentaci siti je vaZeny orientovany graf (p¥icemz
implicitni smé&r hran je v tomto kontextu nezbytny).

Definice 6.3. Sit je &tvefice S = (D, z, s, w), kde
x D je orientovany graf,
x vrcholy z € V(D), s € V(D) jsou zdroj a stok,

x* w: E(D) — R" je kladné ohodnoceni hran, zvané kapacita hran.

Pozndmka: V praxi miZe byt zdroji a stokl vice, ale v definici sta&i pouze jeden zdroj
a stok, z n&hoZ / do ng&jz vedou hrany do ostatnich zdroji / stokd. (Dokonce pak riizné
zdroje a stoky mohou mit své kapacity.)
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Velikost toku v siti

Znaceni: Pro jednoduchost piseme ve vyrazech znacku e — v pro hranu e
koncici ve vrcholu v a e < v pro hranu e zaéinajici z v.

Petr Hlinény, FI MU Brno, 2014 F1: 1B000: Toky v sitich



Velikost toku v siti

Znaceni: Pro jednoduchost piseme ve vyrazech znacku e — v pro hranu e
koncici ve vrcholu v a e < v pro hranu e zaéinajici z v.

Definice 6.4. Tok vsiti S = (D,z,s,w) je funkce f : E(D) — Ry splRujici

x Yee E(D): 0< f(e) <w(e), (respektovani kapacity)
x Yoe V(D),v#2z,s: > fle)= > fle). (zachovani substance)
e—v e<—v
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Velikost toku v siti

Znaceni: Pro jednoduchost piseme ve vyrazech znacku e — v pro hranu e
koncici ve vrcholu v a e < v pro hranu e zaéinajici z v.

Definice 6.4. Tok vsiti S = (D,z,s,w) je funkce f : E(D) — Ry splRujici

x Ye € E(D): 0< f(e) <w(e), (respektovani kapacity)
x Yoe V(D),v#2z,s: > fle)= > fle). (zachovani substance)
e—v e<—v
Velikost toku f je dana vyrazem ||f|| = > f(e) — > f(e).
e<—z e—z
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Velikost toku v siti

Znaceni: Pro jednoduchost piseme ve vyrazech znacku e — v pro hranu e
kon&ici ve vrcholu v a e < v pro hranu e zadinajici z v.

Definice 6.4. Tok vsiti S = (D,z,s,w) je funkce f : E(D) — Ry splRujici

x Ye € E(D): 0< f(e) <w(e), (respektovani kapacity)
x Yoe V(D),v#2z,s: > fle)= > fle). (zachovani substance)
e—v e<—v

Velikost toku f je ddna vyrazem || f|| = > f(e) — > f(e).

ez e—z

Znaceni: Tok a kapacitu hran v obrazku sité budeme zjednodu$ené zapisovat

ve formatu F'/C', kde F' je hodnota toku na hran& a C' je jeji kapacita.
2/5
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6.3 Nalezeni maximalniho toku

Nasim dkolem je najit co nejvétsi p¥ipustny tok v dané siti. Pro jeho nalezeni
existuji jednoduché a velmi rychlé algoritmy.

Definice 6.5. Uloha hledani maximalniho toku v siti S = (D, z,s,w).
Ukolem je v siti S najit tok f ze zdroje =z do stoku s podle Definice 9.4 takovy,
ktery maximalizuje velikost | f/|.
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6.3 Nalezeni maximalniho toku

Nasim dkolem je najit co nejvétsi p¥ipustny tok v dané siti. Pro jeho nalezeni
existuji jednoduché a velmi rychlé algoritmy.

Definice 6.5. Uloha hledani maximalniho toku v siti S = (D, z,s,w).
Ukolem je v siti S najit tok f ze zdroje =z do stoku s podle Definice 9.4 takovy,
ktery maximalizuje velikost | f/|.

Tok velikosti 5 uvedeny v ukdzce v predchozi &asti nebyl optimalni, nebot v této siti
najdeme i tok velikosti 6:
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6.3 Nalezeni maximalniho toku

Nasim dkolem je najit co nejvétsi p¥ipustny tok v dané siti. Pro jeho nalezeni
existuji jednoduché a velmi rychlé algoritmy.

Definice 6.5. Uloha hledani maximalniho toku v siti S = (D, z,s,w).
Ukolem je v siti S najit tok f ze zdroje =z do stoku s podle Definice 9.4 takovy,
ktery maximalizuje velikost | f/|.

Tok velikosti 5 uvedeny v ukdzce v predchozi &asti nebyl optimalni, nebot v této siti
najdeme i tok velikosti 6:

32/4 2/5 .
' i
y A
s v e

Jak v8ak pozname, Ze vétsi tok jiZz v dané siti neexistuje?
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Pojem fezu v siti

Definice 6.6. Rez v siti S = (D, z,s,w) je podmnoZina hran X C E(D)
takova, Ze v podgrafu D — X (tj. po odebrani hran X z D) nezbude Zadn3
orientovand cesta ze z do s.
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Pojem fezu v siti

Definice 6.6. Rez v siti S = (D, z,s,w) je podmnoZina hran X C E(D)
takova, Ze v podgrafu D — X (tj. po odebrani hran X z D) nezbude Zadn3
orientovand cesta ze z do s.

Velikosti Fezu X rozumime soulet kapacit hran z X, tj. || X || = > .y w(e).
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Pojem fezu v siti

Definice 6.6. Rez v siti S = (D, z,s,w) je podmnoZina hran X C E(D)
takova, Ze v podgrafu D — X (tj. po odebrani hran X z D) nezbude Zadn3
orientovand cesta ze z do s.

Velikosti Fezu X rozumime soulet kapacit hran z X, tj. || X || = > .y w(e).

Véta 6.7. Maximaini velikost toku v siti je rovna minimalni velikosti Fezu.
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Pojem fezu v siti

Definice 6.6. Rez v siti S = (D, z,s,w) je podmnoZina hran X C E(D)
takova, Ze v podgrafu D — X (tj. po odebrani hran X z D) nezbude Zadn3
orientovand cesta ze z do s.

Velikosti Fezu X rozumime soulet kapacit hran z X, tj. || X || = > .y w(e).

Véta 6.7. Maximaini velikost toku v siti je rovna minimalni velikosti Fezu.

V uvedeném obrazku nalezneme tok velikosti 5. Vyznaleny fez ma také velikost 5.
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Nenasycené cesty v siti

Definice: M&me sit S a v ni tok f. Nenasycend cesta P (v S vzhledem k f)

* je neorientovand cesta v D mezi uréenymi vrcholy (obvykle ze z do s),
tj. posloupnost navazujicich libovolné orientovanych hran e, ez, ..., emn,
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Nenasycené cesty v siti

Definice: M&me sit S a v ni tok f. Nenasycend cesta P (v S vzhledem k f)

* je neorientovand cesta v D mezi uréenymi vrcholy (obvykle ze z do s),
tj. posloupnost navazujicich libovolné orientovanych hran e, ez, ..., emn,

* kde f(e;) < w(e;) pro e; ve sméru ze z do s a f(ej) > 0 pro e; jinak.

3/4  1/2  1/1 2/3  2/4

rezerva kapacity: C 11 41 +1 ) 19 C >0
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Nenasycené cesty v siti

Definice: M&me sit S a v ni tok f. Nenasycend cesta P (v S vzhledem k f)

* je neorientovand cesta v D mezi uréenymi vrcholy (obvykle ze z do s),
tj. posloupnost navazujicich libovolné orientovanych hran e, ez, ..., emn,

* kde f(e;) < w(e;) pro e; ve sméru ze z do s a f(ej) > 0 pro e; jinak.

3/4  1/2  1/1 2/3  2/4

rezerva kapacity: C 11 41 +1 ) 19 C >0

* Hodnoté& w(e;) — f(e;) > 0 pro hrany e; ve sméru z u do v a hodnotg&
f(ej) > 0 pro hrany e; v opatném sméru ¥ikdme rezerva kapacity hran.

Nenasycend cesta je tudiZ cesta s kladnymi rezervami kapacit v3ech hran.
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Metoda 6.8. Maximalni tok vylepSovanim nenasycenych cest.
Zakladni myslenkou této jednoduché metody hledani maximalniho toku v dané
siti je prosté opakované vylepSovat tok podél nalezenych nenasycenych cest.

3/4  1/2  1/1 2/3  2/4

rezerva kapacity: C +1 +1 +1 42 49 C >0
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Metoda 6.8. Maximalni tok vylepSovanim nenasycenych cest.
Zakladni myslenkou této jednoduché metody hledani maximalniho toku v dané
siti je prosté opakované vylepSovat tok podél nalezenych nenasycenych cest.

3/4  1/2  1/1 2/3  2/4

rezerva kapacity: C +1 +1 +1 42 49 C >0

min. rezerva r = +1 1

P 4/4  2/2  0/1 1/3  3/4

@—>0—>-<—o<—o—>@
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Metoda 6.8. Maximalni tok vylepSovanim nenasycenych cest.
Zakladni myslenkou této jednoduché metody hledani maximalniho toku v dané
siti je prosté opakované vylepsovat tok podél nalezenych nenasycenych cest.

3/4  1/2  1/1 2/3  2/4

rezerva kapacity: C +1 +1 +1 +2 +2 C >0

min. rezerva r = +1 1

P 4/4  2/2  0/1 1/3  3/4

@M

Pro rekapitulaci, nds tok se ,vylepsi* ndsledovng;

« pro hrany e; € E(P) ve smé&ru ze z do s zvyime tok na f'(e;) = f(e;) +,
* pro hrany e¢; € E(P) ve sm&ru ze s do z snizime tok na f'(e;) = f
Vysledny tok f’ pak bude opét p¥ipustny.
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Ja
Algoritmus 6.9. Ford—Fulkersoniiv pro tok v siti.
Vstup: Sit S = (D, z,s,w) podle Definice 9.3.
Tok f + (0,0,...0).

Déle opakujeme ndsledujici:

* Prohleddvanim grafu najdeme mnoZinu U vrcholli D, do kterych se
dostaneme ze z po nenasycenych cestach.

* Pokud s € U, necht P zna&i nalezenou nenasycenou cestu v S ze z do s.

— Zvétsime tok f o minimalni rezervu kapacity hran v P.

Opakujeme kroky vySe, dokud nenastane s ¢ U.
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tok=0

0/1
0/4
Algoritmus 6.9. Ford—Fulkersoniiv pro tok v siti.
e Vstup: Sit S = (D,z,s,w) podle Definice 9.3.
e Tok f <« (0,0,...0).
e Daile opakujeme nasledujici:

« Prohledavanim grafu najdeme mnoZinu U vrcholi D, do kterych se
dostaneme ze z po nenasycenych cestach.

* Pokud s € U, necht P zna&i nalezenou nenasycenou cestu v S ze z do s.
— Zvétsime tok f o minimalni rezervu kapacity hran v P.

e Opakujeme kroky vyse, dokud nenastane s € U.

e Vystup: Vypiseme maximalni tok f a také minimalni ¥ez jako mnoZinu
vdech hran vedoucich z U do V(D) — U.
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0/1
0/4
ol o
/g
A 7
S ) 0/4
0/3 0/4

Algoritmus 6.9. Ford—Fulkersoniiv pro tok v siti.

e Vstup: Sit S = (D,z,s,w) podle Definice 9.3.

e Tok f <« (0,0,...0).

e Daile opakujeme nasledujici:

nenasyceno

« Prohledavanim grafu najdeme mnoZinu U vrcholi D, do kterych se
dostaneme ze z po nenasycenych cestach.

* Pokud s € U, necht P zna&i nalezenou nenasycenou cestu v S ze z do s.
— Zvétsime tok f o minimalni rezervu kapacity hran v P.

e Opakujeme kroky vyse, dokud nenastane s € U.

e Vystup: Vypiseme maximalni tok f a také minimalni ¥ez jako mnoZinu
vdech hran vedoucich z U do V(D) — U.
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tok=1

0/4
Algoritmus 6.9. Ford—Fulkersoniiv pro tok v siti.
e Vstup: Sit S = (D,z,s,w) podle Definice 9.3.
o Tok f < (0,0,...0).

e Daile opakujeme nasledujici:

* Prohleddvanim grafu najdeme mnoZinu U vrcholli D, do kterych se
dostaneme ze z po nenasycenych cestach.

* Pokud s € U, necht P zna&i nalezenou nenasycenou cestu v S ze z do s.
— Zvétsime tok f o minimalni rezervu kapacity hran v P.

e Opakujeme kroky vyse, dokud nenastane s € U.

e Vystup: Vypiseme maximalni tok f a také minimalni ¥ez jako mnoZinu
vdech hran vedoucich z U do V(D) — U.
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nenasyceno

1/1
q
Algoritmus 6.9. Ford—Fulkersoniiv pro tok v siti.

e Vstup: Sit S = (D,z,s,w) podle Definice 9.3.
e Tok f <« (0,0,...0).
e Daile opakujeme nasledujici:

« Prohledavanim grafu najdeme mnoZinu U vrcholi D, do kterych se
dostaneme ze z po nenasycenych cestach.

* Pokud s € U, necht P zna&i nalezenou nenasycenou cestu v S ze z do s.
— Zvétsime tok f o minimalni rezervu kapacity hran v P.

e Opakujeme kroky vyse, dokud nenastane s € U.

e Vystup: Vypiseme maximalni tok f a také minimalni ¥ez jako mnoZinu
vdech hran vedoucich z U do V(D) — U.
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1/1

1/4 - 1/2
v A\
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3/3 3/a 3/4

Algoritmus 6.9. Ford—Fulkersoniiv pro tok v siti.
e Vstup: Sit S = (D,z,s,w) podle Definice 9.3.
e Tok f <« (0,0,...0).

e Daile opakujeme nasledujici:

tok =4

« Prohledavanim grafu najdeme mnoZinu U vrcholi D, do kterych se
dostaneme ze z po nenasycenych cestach.

* Pokud s € U, necht P zna&i nalezenou nenasycenou cestu v S ze z do s.
— Zvétsime tok f o minimalni rezervu kapacity hran v P.

e Opakujeme kroky vyse, dokud nenastane s € U.

e Vystup: Vypiseme maximalni tok f a také minimalni ¥ez jako mnoZinu
vdech hran vedoucich z U do V(D) — U.
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Algoritmus 6.9. Ford—Fulkersoniiv pro tok v siti.
e Vstup: Sit S = (D,z,s,w) podle Definice 9.3.
e Tok f <« (0,0,...0).

e Daile opakujeme nasledujici:

nenasyceno

« Prohledavanim grafu najdeme mnoZinu U vrcholi D, do kterych se
dostaneme ze z po nenasycenych cestach.

* Pokud s € U, necht P zna&i nalezenou nenasycenou cestu v S ze z do s.
— Zvétsime tok f o minimalni rezervu kapacity hran v P.

e Opakujeme kroky vyse, dokud nenastane s € U.

e Vystup: Vypiseme maximalni tok f a také minimalni ¥ez jako mnoZinu
vdech hran vedoucich z U do V(D) — U.
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Algoritmus 6.9. Ford—Fulkersoniiv pro tok v siti.
e Vstup: Sit S = (D,z,s,w) podle Definice 9.3.

e Tok f <« (0,0,...0).

e Daile opakujeme nasledujici:

tok =15

« Prohledavanim grafu najdeme mnoZinu U vrcholi D, do kterych se
dostaneme ze z po nenasycenych cestach.

* Pokud s € U, necht P zna&i nalezenou nenasycenou cestu v S ze z do s.
— Zvétsime tok f o minimalni rezervu kapacity hran v P.

e Opakujeme kroky vyse, dokud nenastane s € U.

e Vystup: Vypiseme maximalni tok f a také minimalni ¥ez jako mnoZinu
vdech hran vedoucich z U do V(D) — U.
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nasyceno

" a/a
Algoritmus 6.9. Ford—Fulkersoniiv pro tok v siti.
e Vstup: Sit S = (D,z,s,w) podle Definice 9.3.
e Tok f <« (0,0,...0).
e Daile opakujeme nasledujici:

« Prohledavanim grafu najdeme mnoZinu U vrcholi D, do kterych se
dostaneme ze z po nenasycenych cestach.

* Pokud s € U, necht P zna&i nalezenou nenasycenou cestu v S ze z do s.
— Zvétsime tok f o minimalni rezervu kapacity hran v P.

e Opakujeme kroky vyse, dokud nenastane s € U.

e Vystup: Vypiseme maximalni tok f a také minimalni ¥ez jako mnoZinu
vdech hran vedoucich z U do V(D) — U.

Petr Hlingny, FI MU Brno, 2014 F1: 1B000: Toky v sitich



nasyceno

" a/a
Algoritmus 6.9. Ford—Fulkersoniiv pro tok v siti.
e Vstup: Sit S = (D,z,s,w) podle Definice 9.3.
e Tok f <« (0,0,...0).
e Daile opakujeme nasledujici:

« Prohledavanim grafu najdeme mnoZinu U vrcholi D, do kterych se
dostaneme ze z po nenasycenych cestach.

* Pokud s € U, necht P zna&i nalezenou nenasycenou cestu v S ze z do s.
— Zvétsime tok f o minimalni rezervu kapacity hran v P.

e Opakujeme kroky vyse, dokud nenastane s € U.

e Vystup: Vypiseme maximalni tok f a také minimalni ¥ez jako mnoZinu
vdech hran vedoucich z U do V(D) — U.
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Dakaz spravnosti Algoritmu 9.9:
Pro kaZdy tok f a kaZdy Yez X v siti S plati || f|| < || X||. JestliZze po zastaveni
algoritmu s tokem f nalezneme v siti S Yez o stejné velikosti | X|| = ||f]], je

jasné, Ze jsme nasli maximalni mozny tok v siti S.

(Pozor, zastaveni algoritmu jsme zatim nezdivodnili.)
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Dakaz spravnosti Algoritmu 9.9:

Pro kaZdy tok f a kaZdy Yez X v siti S plati || f|| < || X||. JestliZze po zastaveni
algoritmu s tokem f nalezneme v siti S Yez o stejné velikosti | X|| = ||f]], je
jasné, Ze jsme nasli maximalni mozny tok v siti S.

(Pozor, zastaveni algoritmu jsme zatim nezdivodnili.)

TakZze dokazme, Ze po zastaveni algoritmu nastane rovnost || f|| = || X ||, kde X
je vypsany fez mezi U a zbytkem grafu D. Vezméme tok f v S bez nenasycené
cesty ze z do s. Pak mnozina U z algoritmu neobsahuje s.
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Dakaz spravnosti Algoritmu 9.9:

Pro kaZdy tok f a kaZdy Yez X v siti S plati || f|| < || X||. JestliZze po zastaveni
algoritmu s tokem f nalezneme v siti S Yez o stejné velikosti | X|| = ||f]], je
jasné, Ze jsme nasli maximalni mozny tok v siti S.

(Pozor, zastaveni algoritmu jsme zatim nezdivodnili.)

TakZze dokazme, Ze po zastaveni algoritmu nastane rovnost || f|| = || X ||, kde X
je vypsany fez mezi U a zbytkem grafu D. Vezméme tok f v S bez nenasycené
cesty ze z do s. Pak mnozina U z algoritmu neobsahuje s.

Nyni ma kazdd hrana e < U (odch. z U) plny tok f(e) = w(e) a kazda hrana
e — U (p¥ich. do U) tok f(e) = 0, takZe

IFl =" fle) =D fley= fle)= D wle) =X .

e«U e—U e«U eeX
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Diisledky Ford—Fulkersonova algoritmu

Z dikazu Algoritmu 9.9 pak odvodime nékolik zajimavych fakti:
e Pokud Algoritmus 9.9 vzdy skon&i, dokdZzeme tim i platnost Véty 9.7.
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Diisledky Ford—Fulkersonova algoritmu

Z dikazu Algoritmu 9.9 pak odvodime nékolik zajimavych fakti:
e Pokud Algoritmus 9.9 vzdy skon&i, dokdZzeme tim i platnost Véty 9.7.

e Pro celotiselné kapacity hran sit&€ S Algoritmus 9.9 vZdy skon&i.

3/4 1/2 1/1 2/3 2/4

rezerva kapacity: C 41 +1 +1 +2 +2 C) >0
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Diisledky Ford—Fulkersonova algoritmu

Z dikazu Algoritmu 9.9 pak odvodime nékolik zajimavych fakti:
e Pokud Algoritmus 9.9 vzdy skon&i, dokdZzeme tim i platnost Véty 9.7.

e Pro celotiselné kapacity hran sit&€ S Algoritmus 9.9 vZdy skon&i.

3/4  1/2  1/1 2/3  2/4

rezerva kapacity: C 41 +1 +1 +2 +2 C) >0

e Pokud jsou kapacity hran sité S celoliselné, opt. tok také vyjde celociselné.

Petr Hlingny, FI MU Brno, 2014 F1: 1B000: Toky v sitich



6.4 Zobecnéné pouziti siti

e Sité s kapacitami vrcholi:
U sité mizeme zadat kapacity vrcholi, neboli kapacitni vahova funkce je
dana jako w: E(D) UV (D) — R™.

5
b A
3 4
a
)
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6.4 Zobecnéné pouiiti siti

e Sité s kapacitami vrcholi:
U sité mizeme zadat kapacity vrcholi, neboli kapacitni vahova funkce je
dana jako w: E(D) UV (D) — R™.

5
b A
3 4
a
)

e Sité s dolnimi kapacitami:
Pro hrany sité lze zadat také jejich minimalni kapacity, tedy dolni meze
pfipustného toku, jako vahovou funkci £ : E(D) — Ry .

t(e) < fle) < w(e)
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Bipartitni parovani

Definice: Parovani v (nyni bipartitnim) grafu G je podmnozina hran M C
E(G) takova, Ze zadné dvé hrany z M nesdileji koncovy vrchol.
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Bipartitni parovani

Definice: Parovani v (nyni bipartitnim) grafu G je podmnozina hran M C
E(G) takova, Ze zadné dvé hrany z M nesdileji koncovy vrchol.

Metoda 6.11. Nalezeni bipartitniho parovani
Pro dany bipartitni graf G s vrcholy rozd&lenymi do mnoZin A, B sestrojime sit

S nasledovné:

A B
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Bipartitni parovani

Definice: Parovani v (nyni bipartitnim) grafu G je podmnozina hran M C
E(G) takova, Ze zadné dvé hrany z M nesdileji koncovy vrchol.

Metoda 6.11. Nalezeni bipartitniho parovani
Pro dany bipartitni graf G s vrcholy rozd&lenymi do mnoZin A, B sestrojime sit

S nasledovné:

A B

e Hrany sité S orientujeme od zdroje do stoku a p¥ifadime jim kapacity 1.
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Bipartitni parovani

Definice: Parovani v (nyni bipartitnim) grafu G je podmnozina hran M C
E(G) takova, Ze zadné dvé hrany z M nesdileji koncovy vrchol.

Metoda 6.11. Nalezeni bipartitniho parovani
Pro dany bipartitni graf G s vrcholy rozd&lenymi do mnoZin A, B sestrojime sit

S nasledovné:

A B

e Hrany sité S orientujeme od zdroje do stoku a p¥ifadime jim kapacity 1.

e Nyni najdeme (celo&iselny) maximalni tok v S Algoritmem 9.9.
Do parovani vloZime ty hrany grafu GG, které maji nenulovy tok.
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Vybér riznych reprezentantii

Definice: Necht M, Mo, ..., M, jsou neprazdné mnoZiny. Systémem riiznych
reprezentanti mnozin My, Ms, ..., M} nazyvdme takovou posloupnost riiznych
prvkl (z1,z9,...,xp), 2e x; € M; proi=1,2,... k.
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Vybér riznych reprezentantii

Definice: Necht M, Mo, ..., M, jsou neprazdné mnoZiny. Systémem riiznych
reprezentantii mnozin My, Mo, ..., Mj nazyvame takovou posloupnost riiznych
prvkl (z1,z9,...,xp), 2e x; € M; proi=1,2,... k.

Véta 6.12. (Hall) Necht M, Ms, ..., M, jsou neprdzdné mnoZiny. Pro tyto
mnoZiny existuje systém riznych reprezentantd, pravé kdyZz plati

VJC{l,Z,...,k}:‘UjeJMj‘ > ||,

neboli pokud sjednoceni libovolné skupiny z téchto mnoZin ma alespori tolik
prvki, kolik mnoZin je sjednoceno.

Diikaz lze podat konstrukci vhodné sité podobné té v Metodé 9.11:

Petr Hlingny, FI MU Brno, 2014 19/19 F1: 1B000: Toky v sitich



Vybér riznych reprezentantii

Definice: Necht M, Mo, ..., M, jsou neprazdné mnoZiny. Systémem riiznych
reprezentantii mnozin My, Mo, ..., Mj nazyvame takovou posloupnost riiznych
prvkl (z1,z9,...,xp), 2e x; € M; proi=1,2,... k.

Véta 6.12. (Hall) Necht M, Ms, ..., M, jsou neprdzdné mnoZiny. Pro tyto
mnoZiny existuje systém riznych reprezentantd, pravé kdyZz plati

VI C{1,2,... k) : ‘U]EJMJ.‘ > ||,

neboli pokud sjednoceni libovolné skupiny z téchto mnoZin ma alespori tolik
prvki, kolik mnoZin je sjednoceno.

Diikaz lze podat konstrukci vhodné sité podobné té v Metodé 9.11:

e PouZiji se specialni vrcholy u a v odpovidajici zdroji a stoku;

e dal3i vrcholy reprezentuji (zleva) mnoZiny a (vpravo) prvky nasi tlohy a
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Vybér riznych reprezentantii

Definice: Necht M, Mo, ..., M, jsou neprazdné mnoZiny. Systémem riiznych
reprezentantii mnozin My, Mo, ..., Mj nazyvame takovou posloupnost riiznych

prvkl (z1,z9,...,xp), 2e x; € M; proi=1,2,... k.

Véta 6.12. (Hall) Necht M, Ms, ..., M, jsou neprdzdné mnoZiny. Pro tyto
mnoZiny existuje systém riznych reprezentantd, pravé kdyZz plati

VI C{1,2,... k) : ‘U]EJMJ.‘ > ||,

neboli pokud sjednoceni libovolné skupiny z téchto mnoZin ma alespori tolik
prvki, kolik mnoZin je sjednoceno.

Diikaz lze podat konstrukci vhodné sité podobné té v Metodé 9.11:
e PouZiji se specialni vrcholy u a v odpovidajici zdroji a stoku;
e dal3i vrcholy reprezentuji (zleva) mnoZiny a (vpravo) prvky nasi tlohy a

e ostatni hrany mimo zdrojové a stokové (kapacity 1) vZdy spojuji mnoZinu
M; se vemi jejimi prvky z;. O
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