5 Prochazeni grafu a odvozené ulohy

Nyni se hloubgji podivame na grafy z programatorské perspektivy: podivdme se na
obecné schéma prochdzeni grafu, které je zakladem mnoha uZite¢nych algoritmi na
grafech. Poté se hloub&ji zamé&¥Fime na dvé specifické grafové tlohy — hleddni nejkratsi
cesty a minimalni kostry.
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Nyni se hloubgji podivame na grafy z programatorské perspektivy: podivime se na
obecné schéma prochdzeni grafu, které je zakladem mnoha uZite¢nych algoritmi na
grafech. Poté se hloub&ji zamé&¥Fime na dvé specifické grafové tlohy — hleddni nejkratsi
cesty a minimalni kostry.

Struény piehled lekce
* Obecné schéma prochdzeni grafem a jeho varianty.
* Nejkrat3i cesta v grafu a Dijkstriv algoritmus.

* Minimdlni kostra grafu a jeji zakladni algoritmy.
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5.1 Jak obecné projit souvisly graf

Metoda 5.1. Schéma algoritmu pro prochazeni grafem
Pro vytvoFeni co nejobecnéjsiho schématu si pomiZeme ndsledujicimi:

e Vrchol grafu: ma stavy ...
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Metoda 5.1. Schéma algoritmu pro prochazeni grafem
Pro vytvoFeni co nejobecnéjsiho schématu si pomiZeme ndsledujicimi:

e Vrchol grafu: ma stavy ...
% iniciaéni — dostane na za&atku,

* nalezeny — implicitni stav poté, co jsme jej pfes nékterou hranu nalezli
(a odlozili ke zpracovani pozdgji),
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Metoda 5.1. Schéma algoritmu pro prochazeni grafem
Pro vytvoFeni co nejobecnéjsiho schématu si pomiZeme ndsledujicimi:
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* nalezeny — implicitni stav poté, co jsme jej pfes nékterou hranu nalezli
(a odlozili ke zpracovani pozdgji),
* zpracovany — poté, co jsme uZ probrali viechny hrany z n&j vychdzejici,

* (pFip. jeSté stav ,post-zpracovany", po dokon&eni viech nasledniki).
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5.1 Jak obecné projit souvisly graf

Metoda 5.1. Schéma algoritmu pro prochazeni grafem
Pro vytvoFeni co nejobecnéjsiho schématu si pomiiZzeme nasledujicimi:

e Vrchol grafu: ma stavy ...
% iniciani — dostane na zadatku,
* nalezeny — implicitni stav poté, co jsme jej pfes nékterou hranu nalezli
(a odlozili ke zpracovani pozdéji),
* zpracovany — poté, co jsme uZ probrali viechny hrany z n&j vychdzejici,

* (pFip. jeSté stav ,post-zpracovany", po dokon&eni viech nasledniki).

e Uschovna: je pomocna datova struktura (mnoZina s dodategnymi atributy),

* udrzuje odloZené, tj. nalezené a jesté nezpracované vrcholy, spolu s do-
datecnou specifickou informaci.
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Metoda 5.1. Schéma algoritmu pro prochazeni grafem
Pro vytvoFeni co nejobecnéjsiho schématu si pomiiZzeme nasledujicimi:

e Vrchol grafu: ma stavy ...
% iniciani — dostane na zadatku,
* nalezeny — implicitni stav poté, co jsme jej pfes nékterou hranu nalezli
(a odlozili ke zpracovani pozdéji),
* zpracovany — poté, co jsme uZ probrali viechny hrany z n&j vychdzejici,

* (pFip. jeSté stav ,post-zpracovany", po dokon&eni viech nasledniki).

e Uschovna: je pomocna datova struktura (mnoZina s dodatenymi atributy),

* udrzuje odloZené, tj. nalezené a jesté nezpracované vrcholy, spolu s do-
datecnou specifickou informaci.

e Zpisob, kterym se vybiraji vrcholy z tschovny ke zpracovani, uruje variantu
algoritmu prochézeni grafu.

e V prohleddvanych vrcholech a hranach se volitelné provadéji dodatecné pro-
gramové akce pro prohledani a zpracovani naseho grafu.
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Algoritmus 5.2. Generické prochazeni souvislé komponenty G grafu

e Vstup: Souvisly graf GG, dany seznamem vrcholi a seznamy vychazejicich
hran z kazdého vrcholu, plus pfipadné ohodnoceni.

Petr Hlinény, FI MU Brno, 2014 FI: 1B000: Prochazeni grafu



Algoritmus 5.2. Generické prochazeni souvislé komponenty G grafu

e Vstup: Souvisly graf GG, dany seznamem vrcholi a seznamy vychazejicich
hran z kazdého vrcholu, plus pfipadné ohodnoceni.

e Vybereme lib. potatek prohledavani u € V(G); uschovna U < {u}.
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Algoritmus 5.2. Generické prochazeni souvislé komponenty G grafu

e Vstup: Souvisly graf GG, dany seznamem vrcholi a seznamy vychazejicich
hran z kaZzdého vrcholu, plus pfipadné ohodnoceni.

e Vybereme lib. potatek prohledavani u € V(G); uschovna U < {u}.

e Dokud U # (), opakujeme:
 Zvolime libovoln& v € U; odebereme U «+— U \ {v}. O
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Algoritmus 5.2. Generické prochazeni souvislé komponenty G grafu

e Vstup: Souvisly graf GG, dany seznamem vrcholi a seznamy vychazejicich
hran z kaZzdého vrcholu, plus pfipadné ohodnoceni.

e Vybereme lib. potatek prohledavani u € V(G); uschovna U < {u}.

e Dokud U # (), opakujeme:
 Zvolime libovoln& v € U; odebereme U «+— U \ {v}. (M
* Pokud stav(v) =zpracovany, jdeme zp&t na start cyklu. *)

« PF¥ipadn& provedeme libovolnou akci ZPRACUJ(v).
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Algoritmus 5.2. Generické prochazeni souvislé komponenty G grafu

e Vstup: Souvisly graf GG, dany seznamem vrcholi a seznamy vychazejicich
hran z kaZzdého vrcholu, plus pfipadné ohodnoceni.

e Vybereme lib. potatek prohledavani u € V(G); uschovna U < {u}.

e Dokud U # (), opakujeme:

*

*

*

Zvolime libovoln& v € U; odebereme U +~ U \ {v}. (M
Pokud stav(v) = zpracovany, jdeme zpét na start cyklu. *)
P¥ipadn& provedeme libovolnou akci ZPRACUJ(v).

Pro vdechny hrany f € E(G) vychazejici z v provedeme:
— Necht w je druhy konec hrany f = vuw;
— pokud stav(w) # zpracovany, odlozime U < U U {w}. (**)
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*

stav(v) «— zpracovany; na start cyklu.
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Algoritmus 5.2. Generické prochazeni souvislé komponenty G grafu

e Vstup: Souvisly graf GG, dany seznamem vrcholi a seznamy vychazejicich
hran z kaZdého vrcholu, plus p¥ipadné ohodnoceni.

e Vybereme lib. potatek prohledavani u € V(G); uschovna U < {u}.

e Dokud U # (), opakujeme:
 Zvolime libovoln& v € U; odebereme U «+— U \ {v}. (M
* Pokud stav(v) =zpracovany, jdeme zp&t na start cyklu. *)
« P¥ipadné provedeme libovolnou akci ZPRACUJ(v).

« Pro v8echny hrany f € E(G) vychézejici z v provedeme:
— Necht w je druhy konec hrany f = vuw;
— pokud stav(w) # zpracovany, odlozime U < U U {w}. (**)

% stav(v) <— zpracovany; na start cyklu.

e Souvisly GG je cely prohledany a zpracovany.

Pozor, vsimnéte se, Ze v bodé& (**) obecné dochazi k ndsobnému ukladani, coZ
v praktické implementaci ¢asto obejdeme pouhou zménou ,, odloZeného stavu”.
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Nékteré implementace prochazeni grafu

Jak je vlastné& proveden krok (!); ,,zvolime libovoln& v € U" ? Pravé tato volba
je klitova pro vyslednou podobu projiti grafu G:

e Prochazeni , do $itky", BFS — tschovna U je implementovana jako fronta,
neboli je voleno v € U od prvnich vrchold vloZenych do dschovny.
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(Opakované vlozeni vrcholu v do U jej posune na vriek zasobniku.)
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Nékteré implementace prochazeni grafu

Jak je vlastné& proveden krok (!); ,,zvolime libovoln& v € U" ? Pravé tato volba
je klitova pro vyslednou podobu projiti grafu G:

e Prochazeni, do sitky", BFS — lischovna U je implementovana jako fronta,
neboli je voleno v € U od prvnich vrcholi vlozenych do tschovny.

e Prochazeni , do hloubky"”, DFS — Gschovna U je implementovana jako
zasobnik, neboli je voleno v € U od pozdéji vloZzenych do tschovny.
(Opakované vlozeni vrcholu v do U jej posune na vriek zasobniku.)

Déle zminime i tyto dva konkrétni, staré a dobfe zndmé algoritmy pFimo
zaloZené na prohledavani grafu:

e Dijkstriiv algoritmus pro nejkratsi cestu — z Gschovny vybirdme vzdy vrchol
nejbliz&i (dosud urcenou celkovou vzdalenosti) k po¢ate¢nimu w.
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Nékteré implementace prochazeni grafu

Jak je vlastné& proveden krok (!); ,,zvolime libovoln& v € U" ? Pravé tato volba
je klitova pro vyslednou podobu projiti grafu G:

e Prochazeni, do sitky", BFS — lischovna U je implementovana jako fronta,
neboli je voleno v € U od prvnich vrcholi vlozenych do tschovny.

e Prochazeni , do hloubky"”, DFS — Gschovna U je implementovana jako
zasobnik, neboli je voleno v € U od pozdéji vloZzenych do tschovny.
(Opakované vlozeni vrcholu v do U jej posune na vriek zasobniku.)

Déle zminime i tyto dva konkrétni, staré a dobfe zndmé algoritmy pFimo
zaloZené na prohledavani grafu:

e Dijkstriiv algoritmus pro nejkratsi cestu — z Gschovny vybirdme vzdy vrchol
nejbliz&i (dosud urcenou celkovou vzdalenosti) k po¢ate¢nimu w.

e Jarnikiiv algoritmus pro minimalni kostru — z Gschovny vybirdme vZzdy vrchol
nejblizsi (délkou hrany) ke kterémukoliv jiZz zpracovanému vrcholu.

Pozndmka: Jarnikiv algoritmus se ve svétové literatute se obvykle pFipisuje Ameri¢anu
Primovi, ktery jej v8ak objevil a publikoval az skoro 30 let po Jarnikovi.
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Konkrétni ukazky BFS a DFS

Priklad 5.3. Ukazka priichodu nasledujicim grafem do $i¥ky z vrcholu a.
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Znakeni v prohleddvaném grafu: barevné aktudlné& zpracovavany vrchol a jeho hrany
objevujici nové vrcholy, krouzkem a plnou &arou jiz zpracované vrcholy a hrany.
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Ptiklad 5.4. Ukdzka priichodu pFedchozim grafem do hloubky z vrcholu a.
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5.2 Vzdalenost v grafu

Definice 5.5. Vzdalenost d¢(u,v) dvou vrchold u,v v grafu G
je dana délkou nejkrat$i cesty mezi w a v v G.
Pokud cesta mezi u, v neexistuje, je vzdalenost definovana dg(u,v) = co.
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5.2 Vzdalenost v grafu

Definice 5.5. Vzdalenost d¢(u,v) dvou vrchold u,v v grafu G
je dana délkou nejkrat$i cesty mezi w a v v G.
Pokud cesta mezi u, v neexistuje, je vzdalenost definovana dg(u,v) = co.

Neformalné& ¥e€eno, vzdalenost mezi u, v je rovna nejmensimu poctu hran, které musime
prekonat, pokud se chceme dostat z u do v. Specidlné dg(u, u) = 0.
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5.2 Vzdalenost v grafu

Definice 5.5. Vzdalenost d¢(u,v) dvou vrchold u,v v grafu G
je dana délkou nejkrat$i cesty mezi w a v v G.
Pokud cesta mezi u, v neexistuje, je vzdalenost definovana dg(u,v) = co.

Neformalné& ¥e€eno, vzdalenost mezi u, v je rovna nejmensimu poctu hran, které musime
prekonat, pokud se chceme dostat z u do v. Specidlné dg(u, u) = 0.

Fakt: V neorientovaném grafu je vzdalenost symetricka, tj. dg(u,v) = dg(v, u).
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5.2 Vzddlenost v grafu

Definice 5.5. Vzdalenost d¢(u,v) dvou vrcholl u,v v grafu G
je dana délkou nejkrat$i cesty mezi w a v v G.
Pokud cesta mezi u, v neexistuje, je vzdalenost definovana dg(u,v) = co.

Neformalné& ¥e€eno, vzdalenost mezi u, v je rovna nejmensimu poctu hran, které musime
prekonat, pokud se chceme dostat z u do v. Specidlné dg(u, u) = 0.

Fakt: V neorientovaném grafu je vzdalenost symetricka, tj. dg(u,v) = dg(v, u).

Lema 5.6. Vzdalenost v grafech spliiuje trojihelnikovou nerovnost:

Vu,v,w e V(G) : dg(u,v)+dg(v,w) > dg(u,w).
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BFS a zjisténi vzdalenosti

Jak nejsnadnégji uréime vzdilenost v grafu? Sta&i si poviimnout hezkych vlast-
nosti prochdzeni grafu do &itky.

Véta 5.7. Algoritmus prochazeni grafu do Sitky Ize pouZit pro vypoclet grafové
vzdalenosti z daného vrcholu w.
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BFS a zjisténi vzdalenosti

Jak nejsnadnégji uréime vzdilenost v grafu? Sta&i si poviimnout hezkych vlast-
nosti prochazeni grafu do Sitky.

Véta 5.7. Algoritmus prochazeni grafu do Sitky Ize pouZit pro vypoclet grafové
vzddlenosti z daného vrcholu wu.

e Toto je pomérné jednoduchd aplikace, kdy pocatecnimu vrcholu u p¥itadime
vzdalenost 0, a pak vzdy kaZdému dalsimu nalezenému vrcholu v p¥itadime
vzdalenost o 1 v&tsi nez byla vzdalenost vrcholu, ze kterého byl nalezen.
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BFS a zjisténi vzdalenosti

Jak nejsnadnégji uréime vzdilenost v grafu? Sta&i si poviimnout hezkych vlast-
nosti prochdzeni grafu do &itky.

Véta 5.7. Algoritmus prochazeni grafu do Sitky Ize pouZit pro vypoclet grafové
vzdalenosti z daného vrcholu w.

e Toto je pomérné jednoduchd aplikace, kdy pocatecnimu vrcholu u p¥itadime
vzdalenost 0, a pak vzdy kaZdému dalsimu nalezenému vrcholu v p¥itadime
vzdalenost o 1 v&tsi nez byla vzdalenost vrcholu, ze kterého byl nalezen.

Dikaz se opira o nasledujici tvrzeni:
* Necht wu,v,w jsou vrcholy souvislého grafu G takové, Ze dg(u,v) <
de(u,w). Pak p¥i algoritmu prochdzeni grafu G do 3itky z vrcholu u je
vrchol v nalezen d¥ive neZ vrchol w.
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BFS a zjisténi vzdalenosti

Jak nejsnadnégji uréime vzdilenost v grafu? Sta&i si poviimnout hezkych vlast-
nosti prochdzeni grafu do &itky.

Véta 5.7. Algoritmus prochazeni grafu do Sitky Ize pouZit pro vypoclet grafové
vzdalenosti z daného vrcholu w.

e Toto je pomérné jednoduchd aplikace, kdy pocate¢nimu vrcholu u p¥itadime
vzdalenost 0, a pak vzdy kaZdému dalsimu nalezenému vrcholu v p¥itadime
vzdalenost o 1 v&tsi nez byla vzdalenost vrcholu, ze kterého byl nalezen.

Diikaz se opird o nasledujici tvrzeni:
* Necht wu,v,w jsou vrcholy souvislého grafu G takové, Ze dg(u,v) <

de(u,w). Pak p¥i algoritmu prochdzeni grafu G do $itky z vrcholu u je
vrchol v nalezen d¥ive neZ vrchol w.

V dikaze postupujeme indukci podle vzdalenosti dg(u,v). .. O
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(Není třeba)


5.3 Hledani nejkratsi cesty
Definice: Vazeny graf je graf GG spolu s ohodnocenim w hran redlnymi &isly
w:E(G) - R.

Kladné& vazeny graf (G, w) je takovy, Ze w(e) > 0 pro viechny hrany e.
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5.3 Hledani nejkratsi cesty

Definice: Vazeny graf je graf GG spolu s ohodnocenim w hran redlnymi &isly
w:EG)—R.

Kladné& vazeny graf (G, w) je takovy, Ze w(e) > 0 pro viechny hrany e.

Definice 5.8. (vazena vzdalenost) Mé&jme (kladn&) vazeny graf (G, w).
Vazenou délkou cesty P je

d%(P) = ZeeE(P) w(e).

VaZzenou vzdalenosti v (G, w) mezi dvéma vrcholy u, v pak je

dé(u,v) = min{d&(P) : P je cesta s konci u, v} .
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5.3 Hledani nejkratsi cesty

Definice: Vazeny graf je graf GG spolu s ohodnocenim w hran redlnymi &isly
w: E(G)—R.

Kladné& vazeny graf (G, w) je takovy, Ze w(e) > 0 pro viechny hrany e.

Definice 5.8. (vazena vzdalenost) Mé&jme (kladn&) vazeny graf (G, w).
Vazenou délkou cesty P je

d%(P) = ZGGE(P) w(e).

VaZzenou vzdalenosti v (G, w) mezi dvéma vrcholy u, v pak je

dé(u,v) = min{d&(P) : P je cesta s konci u, v} .

Lema 5.9. VidZend vzdélenost v nezdporné vaZenych grafech (i orientovanych
grafech) spliiuje trojihelnikovou nerovnost.
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Pt¥iklad 5.10. Podivejme se na nasledujici ohodnoceny graf (&isla u hran udavaji
Jejich vahy—délky.)

—_
—_

W

Vzdalenost mezi vrcholy a,c je 3, stejné tak mezi b,c. Co ale mezi a,b?
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Pt¥iklad 5.10. Podivejme se na nasledujici ohodnoceny graf (&isla u hran udavaji
Jejich vahy—délky.)

—_
—_

W

Vzdalenost mezi vrcholy a,c je 3, stejné tak mezi b,c. Co ale mezi a,b? Je
jejich vzdalenost 67
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Pt¥iklad 5.10. Podivejme se na nasledujici ohodnoceny graf (&isla u hran udavaji
Jejich vahy—délky.)

—_
—_

W

a ° b
c

Vzdalenost mezi vrcholy a,c je 3, stejné tak mezi b,c. Co ale mezi a,b? Je
jejich vzdélenost 67 Kdepak, vzdalenost a,b je 5, jeji cesta vede po ,hornich*
vrcholech, jak je vyznaleno.

Povsimnéte si, Ze tento ptiklad zdroven ukazuje, Ze postup prohleddavanim do
$itky neni korektni pro hledani vzdalenosti ve vaZzeném grafu. O
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Problém nejkratsi cesty

Jedna se patrné o nejznaméjsi , grafovy” problém v praktickych aplikacich, jenz
nalezneme od vyhleddvani dopravnich spojeni, GPS navigaci, planovani pohybi
robota, aZ po tfeba rozhodovaci systémy.
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Dijkstriiv algoritmus

Algoritmus 5.11. Hledani nejkratsi cesty mezi u a v v kladné vaz. grafu.

e Vstup: Souvisly graf GG, dany seznamem vrcholil a seznamy vychazejicich
hran z kazdého vrcholu, plus vahy w hran. Pocate¢ni vrchol u a koncovy v.
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Dijkstriiv algoritmus

Algoritmus 5.11. Hledani nejkratsi cesty mezi u a v v kladné vaz. grafu.

e Vstup: Souvisly graf GG, dany seznamem vrcholil a seznamy vychazejicich
hran z kazdého vrcholu, plus vahy w hran. Pocate¢ni vrchol u a koncovy v.

e Uschovna U « {(u, d(u) = 0)}.
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Dijkstriiv algoritmus

Algoritmus 5.11. Hledani nejkratsi cesty mezi u a v v kladné vaz. grafu.

e Vstup: Souvisly graf GG, dany seznamem vrcholil a seznamy vychazejicich
hran z kazdého vrcholu, plus vahy w hran. Pocate¢ni vrchol u a koncovy v.

e Uschovna U « {(u, d(u) = 0)}.
e Dokud U # (), opakujeme:

« Zvolime (z, d(z)) € U takové, Ze d(z) je minimalni.
Odebereme U «+ U \ {(z, d(z))}.
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Dijkstriiv algoritmus

Algoritmus 5.11. Hledani nejkratsi cesty mezi u a v v kladné vaz. grafu.
e Vstup: Souvisly graf GG, dany seznamem vrcholil a seznamy vychazejicich
hran z kazdého vrcholu, plus vahy w hran. Po&ateéni vrchol u a koncovy v.

e Uschovna U «+ {(u, d(u) = 0)}.
e Dokud U # (), opakujeme:

« Zvolime (z, d(z)) € U takové, Ze d(z) je minimalni.

Odebereme U «+ U \ {(z, d(z))}.
x Pokud x = v, algoritmus muZe skondit.
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Dijkstriiv algoritmus

Algoritmus 5.11. Hledani nejkratsi cesty mezi v a v v kladné vaz. grafu.

e Vstup: Souvisly graf GG, dany seznamem vrcholil a seznamy vychazejicich
hran z kazdého vrcholu, plus vahy w hran. Po&ateéni vrchol u a koncovy v.

e Uschovna U «+ {(u, d(u) = 0)}.
e Dokud U # (), opakujeme:
« Zvolime (z, d(z)) € U takové, Ze d(z) je minimalni.
Odebereme U «+ U \ {(z, d(z))}.

x Pokud x = v, algoritmus muZe skondit.

* Pro v8echny hrany f € E(G) vychézejici z x provedeme:
— Necht y je druhy konec hrany f = xy;
a necht d'(y) = d(z) + w(f) (nova cesta do y ptes z).
— Pokud (y, d(y)) ¢ U, nebo (y, d(y)) € U pro d(y) > d'(y),
odlozime U < (U\{(y,d(®))}) U{(y, ')}
(vyména za novou, lepsi dotasnou vzdalenost do y).
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Dijkstriiv algoritmus

Algoritmus 5.11. Hledani nejkratsi cesty mezi v a v v kladné vaz. grafu.

e Vstup: Souvisly graf GG, dany seznamem vrcholil a seznamy vychazejicich

hran z kazdého vrcholu, plus vahy w hran. Po&ateéni vrchol u a koncovy v.
e Uschovna U «+ {(u, d(u) = 0)}.
e Dokud U # (), opakujeme:

« Zvolime (z, d(z)) € U takové, Ze d(z) je minimalni.

Odebereme U «+ U \ {(z, d(z))}.
x Pokud x = v, algoritmus muZe skondit.
* Pro v8echny hrany f € E(G) vychézejici z x provedeme:

— Necht y je druhy konec hrany f = xy;
a necht d'(y) = d(z) + w(f) (nova cesta do y ptes z).

— Pokud (y, d(y)) € U, nebo (y, d(y)) € U pro d(y) > d'(y),

odlozime U« (U \{(y,d(y))}) U{(y. d(v))}
(vyména za novou, lepsi dotasnou vzdalenost do y).

e Vystup: d(v) uddva véZenou vzdalenost z u do v.
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Klicem k pochopeni &innosti Dijkstrova algoritmu je ,uvidét”, Ze v kazdé jeho
fazi jsou spravné nalezeny vSechny nejkrat$i cesty z u vedouci po zpracovanych
vrcholech. Postupem prohledavani grafu se tak jednou dostaneme az k uréeni

spravné vzdalenosti cile v.
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Klicem k pochopeni &innosti Dijkstrova algoritmu je ,uvidét”, Ze v kazdé jeho
fazi jsou spravné nalezeny vSechny nejkrat$i cesty z u vedouci po zpracovanych
vrcholech. Postupem prohledavani grafu se tak jednou dostaneme az k uréeni
spravné vzdalenosti cile v.

Priklad 5.12. Ukazka béhu Dijkstrova Algoritmu 8.11 pro nalezeni nejkratsi
cesty mezi vrcholy w,v v ndsledujicim vaZeném grafu.
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Diikaz spravnosti

Véta 5.13. Dijkstriv Algoritmus 8.11 pro kladné& vaZeny graf (G,w) vZdy
spravné najde nejkratsi cestu mezi danymi vrcholy u,v.
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Diikaz spravnosti

Véta 5.13. Dijkstriv Algoritmus 8.11 pro kladné& vaZeny graf (G,w) vZdy
spravné najde nejkratsi cestu mezi danymi vrcholy u,v.

Dikaz vede pres nasledujici zesilené tvrzeni indukci:

o V kazdé iteraci Algoritmu 8.11 hodnota d(x) udava nejkratdi vzdalenost
z vrcholu u do x pFi cesté pouze po uZ zpracovanych vnit¥nich vrcholech.

V bazi indukce dovolujeme pouze cesty pouZivajici v a x, tj. jen hrany vychazejici
z u. Ty jsou v prvni iteraci algoritmu probrany a jejich délky uloZeny do U.
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Diikaz spravnosti

Véta 5.13. Dijkstriv Algoritmus 8.11 pro kladné& vaZeny graf (G,w) vZdy
spravné najde nejkratsi cestu mezi danymi vrcholy u,v.

Dikaz vede pres nasledujici zesilené tvrzeni indukci:

o V kazdé iteraci Algoritmu 8.11 hodnota d(x) udava nejkratdi vzdalenost
z vrcholu u do x pFi cesté pouze po uZ zpracovanych vnit¥nich vrcholech.

V bazi indukce dovolujeme pouze cesty pouZivajici v a x, tj. jen hrany vychazejici
z u. Ty jsou v prvni iteraci algoritmu probrany a jejich délky uloZeny do U.

V kaZzdém dalsim kroku je vybran jako vrchol x ke zpracovani ten, ktery ma
ze v8ech nezpracovanych vrcholi nejkratsi nalezenou vzdélenost od pocatku w.
V tom okamziku je d(z) platnou vzdélenosti do z, nebot jakdkoliv cesta pres
jiny nezpracovany vrchol nemiZe byt kratsi diky nezapornosti vah w.

Z toho pak vyplyvd, Ze zpracovani vrcholu = sprdvné upravi dotasné vzdalenosti
odloZené do U. Diikaz indukci je hotov. O
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5.4 Problém minimalni kostry

V tomto pFipadé nebudeme hledat nejkratsi spojeni mezi dvojici vrcholi, ale
mezi v8emi vrcholy najednou — této Ulloze se ¥ika minimaini kostra neboli MST
(,,minimum spanning tree").
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V ndvaznosti na Oddil 7.4 definujeme toto:

Definice: Podgraf 1" C G souvislého grafu G se nazyva kostrou, pokud
* T je stromem a

x V(T) = V(G), neboli T' propojuje viechny vrcholy G.
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V navaznosti na Oddil 7.4 definujeme toto:

Definice: Podgraf 1" C G souvislého grafu G se nazyva kostrou, pokud
* T je stromem a

x V(T) = V(G), neboli T' propojuje viechny vrcholy G.

Vahou (délkou) kostry 7' C G vazeného souvislého grafu (G, w) rozumime

d%(T) = ZeeE(T) w(e).
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V navaznosti na Oddil 7.4 definujeme toto:

Definice: Podgraf 1" C G souvislého grafu G se nazyva kostrou, pokud

* T je stromem a
x V(T) = V(G), neboli T' propojuje viechny vrcholy G.

Vahou (délkou) kostry 7' C G vazeného souvislého grafu (G, w) rozumime
d%(T) = Zeem) w(e).

Definice 5.14. Problém minimalni kostry (MST) ve vaz. grafu (G, w)
hledd kostru 7" C GG s nejmensi moZznou vahou (pf¥es viechny kostry grafu 7).
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V navaznosti na Oddil 7.4 definujeme toto:

Definice: Podgraf 1" C G souvislého grafu G se nazyva kostrou, pokud
* T je stromem a

x V(T) = V(G), neboli T' propojuje viechny vrcholy G.

Vahou (délkou) kostry 7' C G vazeného souvislého grafu (G, w) rozumime
d%(T) = ZeeE(T) w(e).

Definice 5.14. Problém minimalni kostry (MST) ve vaz. grafu (G, w)
hleda kostru 7' C GG s nejmen3i moZnou vahou (pfes viechny kostry grafu (7).

Problém minimalni kostry je ve skutenosti historicky (zce svazan s jizni Moravou
a Brnem, konkrétné s elektrifikaci jihomoravskych vesnic ve dvacatych letech! Pravé
na zaklad& tohoto praktického optimalizaéniho problému brnénsky matematik Otakar
Borlivka jako prvni podal YeSeni problému minimalni kostry v roce 1926.
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Hladové feSeni minimalni kostry

8 4 8
1 3 2 2 1
1 2
1 4 2
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Hladové feSeni minimalni kostry

8 4 8
3 2 1
1 2 1
1 2
1 4 2

Metoda 5.15. Hladovy postup pro minimalni kostru grafu (G, w).
Mé&jme dan souvisly vaZeny graf G s ohodnocenim hran w.

e Sefadime v3echny hrany G jako E(G) = (e, e, ..., en) tak, Ze w(e;) <
w(ez) < --- < wlem).
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Hladové feSeni minimalni kostry

8 4 8
3 2 1
1 2 1
1 2
1 4 2

Metoda 5.15. Hladovy postup pro minimalni kostru grafu (G, w).
Mé&jme dan souvisly vaZeny graf G s ohodnocenim hran w.

e Sefadime v3echny hrany G jako E(G) = (e, e, ..., en) tak, Ze w(e;) <
w(ez) < --- < wlem).

e Inicializujeme prazdnou kostru 7' = (V(G),0).

e Po fadé proi=1,2,...,m provedeme nasledujici:

« Pokud T + e; nevytva¥i kruznici, tak E(T) < E(T) U {e;}.
(Neboli pokud e; spojuje riizné komponenty souvislosti dosavadniho T'.)

Petr Hlingny, FI MU Brno, 2014 F1: 1B000: Prochazeni grafu



Hladové feSeni minimalni kostry

8 4 8
3 2 1
1 2 1
1 2
1 4 2

Metoda 5.15. Hladovy postup pro minimalni kostru grafu (G, w).
Mé&jme dan souvisly vaZeny graf G s ohodnocenim hran w.

e Sefadime v3echny hrany G jako E(G) = (e, e, ..., en) tak, Ze w(e;) <
w(ez) < --- < wlem).

e Inicializujeme prazdnou kostru 7' = (V(G),0).

e Po fadé proi=1,2,...,m provedeme nasledujici:

* Pokud T'+ e; nevytva¥i kruznici, tak E(T) < E(T) U {e;}.
(Neboli pokud e; spojuje riizné komponenty souvislosti dosavadniho T'.)

e Na konci 1" obsahuje minimalni kostru grafu G.
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UkaZeme si postup hladového algoritmu pro vyhledani kostry vyse zakresleného grafu.
Hrany si nejprve sefadime podle jejich vah 1,1,1,1,2,2,2,2.3,3,3,4,4.

V obrazku pribéhu algoritmu pouzivame tlusté &ary pro vybrané hrany kostry a
tetkované &iry pro zahozené hrany. Hrany ted postupn& pfiddvdme do kostry / za-

hazujeme. ..
3 4 3
% 8 2 1
1 b 2
1= 2
1 4 2

F1: 1B000: Prochazeni grafu

Petr Hlingny, FI MU Brno, 2014



UkaZeme si postup hladového algoritmu pro vyhledani kostry vyse zakresleného grafu.
Hrany si nejprve sefadime podle jejich vah 1,1,1,1,2,2,2,2.3,3,3,4,4.

V obrazku pribéhu algoritmu pouzivame tlusté &ary pro vybrané hrany kostry a
tetkované &iry pro zahozené hrany. Hrany ted postupn& pfiddvdme do kostry / za-

hazujeme. ..
3 4 3 3 4 3
3 2 1 "~ 3 2 1/ =
1 . 2 1 . 2
1= 2 Lo, 2 :
1 4 2 1 4 2
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UkaZeme si postup hladového algoritmu pro vyhledani kostry vyse zakresleného grafu.
Hrany si nejprve sefadime podle jejich vah 1,1,1,1,2,2,2,2.3,3,3,4,4.

V obrazku pribéhu algoritmu pouzivame tlusté &ary pro vybrané hrany kostry a
tetkované &iry pro zahozené hrany. Hrany ted postupn& pfiddvdme do kostry / za-
hazujeme. ..

3 4 3 3 4 3
3 2 1 "~ 3 2 1/ =
1 . 2 1 . 2
1= 2 Lo, 2 .
1 4 2 1 4 2
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UkaZeme si postup hladového algoritmu pro vyhledani kostry vyse zakresleného grafu.
Hrany si nejprve sefadime podle jejich vah 1,1,1,1,2,2,2,2.3,3,3,4,4.

V obrazku pribéhu algoritmu pouzivame tlusté &ary pro vybrané hrany kostry a
tetkované &iry pro zahozené hrany. Hrany ted postupn& pfiddvdme do kostry / za-

hazujeme. ..
3 4 3 3 4 3
3 2 1 "~ 3 2 1/ =
1 . 2 1 . 2
1= 2 Lo, 2 :
1 4 2 1 4 2

1 4 2

Ziskame tak minimalni kostru velikosti 1 +2+2+4+3+1+1+2 = 12, kterd je v tomto
pfipad& (ndhodou) cestou, na poslednim obrazku vpravo.
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Jarnikav (Primuv) algoritmus

Algoritmus 5.16. Hledani minimalni kostry ve vaz. grafu (G, w).
NiZe uvedend specifickd implementace prochdzeni grafu vyuZivd dschovnu
rozsifenym zpiisobem, kdy uklada i pFichozi hranu do vrcholu.

e Vstup: Souvisly graf GG, dany seznamem vrcholil a seznamy vychazejicich
hran z kaZzdého vrcholu, plus vahy w hran.
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Jarnikav (Primuv) algoritmus

Algoritmus 5.16. Hledani minimalni kostry ve vaz. grafu (G, w).
NiZe uvedend specifickd implementace prochdzeni grafu vyuZivd dschovnu
rozsifenym zpiisobem, kdy uklada i pFichozi hranu do vrcholu.

e Vstup: Souvisly graf GG, dany seznamem vrcholil a seznamy vychazejicich
hran z kaZzdého vrcholu, plus vahy w hran.

e Vybereme lib. pottek prohledavani u € V(G); tschovna U « {(u, 0)}.
Kostra T' = (V(G), D).
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Jarnikav (Primuv) algoritmus

Algoritmus 5.16. Hledani minimalni kostry ve vaz. grafu (G, w).
NiZe uvedend specifickd implementace prochdzeni grafu vyuZivd dschovnu
rozsifenym zpiisobem, kdy uklada i pFichozi hranu do vrcholu.

e Vstup: Souvisly graf GG, dany seznamem vrcholil a seznamy vychazejicich
hran z kaZzdého vrcholu, plus vahy w hran.

e Vybereme lib. pottek prohledavani u € V(G); tschovna U « {(u, 0)}.
Kostra T' = (V(G), D).

e Dokud U # 0, opakujeme:

x Zvolime (z, e) € U takové, Zze w(e) je minimalni (kde w(() = 0).
Odebereme U + U \ {(z, €)}.
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Jarnikav (Primuv) algoritmus

Algoritmus 5.16. Hledani minimalni kostry ve vaz. grafu (G, w).
NiZe uvedend specifickd implementace prochdzeni grafu vyuZivd dschovnu
rozsifenym zpiisobem, kdy uklada i pFichozi hranu do vrcholu.

e Vstup: Souvisly graf GG, dany seznamem vrcholil a seznamy vychazejicich
hran z kaZzdého vrcholu, plus vahy w hran.

e Vybereme lib. pottek prohledavani u € V(G); tschovna U « {(u, 0)}.
Kostra T' = (V(G), D).

e Dokud U # 0, opakujeme:

x Zvolime (z, e) € U takové, Zze w(e) je minimalni (kde w(() = 0).
Odebereme U + U \ {(z, €)}.

* Ptiddme E(T) < E(T) U {e} (nova hrana do budouci kostry).
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Jarnikav (Primuv) algoritmus

Algoritmus 5.16. Hledani minimalni kostry ve vaz. grafu (G, w).
NiZe uvedend specifickd implementace prochdzeni grafu vyuZivd dschovnu
rozsifenym zpiisobem, kdy uklada i pFichozi hranu do vrcholu.

e Vstup: Souvisly graf GG, dany seznamem vrcholil a seznamy vychazejicich
hran z kaZzdého vrcholu, plus vahy w hran.

e Vybereme lib. pottek prohledavani u € V(G); tschovna U « {(u, 0)}.
Kostra T' = (V(QG), D).
e Dokud U # 0, opakujeme:
x Zvolime (z, e) € U takové, Zze w(e) je minimalni (kde w(() = 0).
Odebereme U + U \ {(z, €)}.
* Ptiddme E(T) < E(T) U {e} (nova hrana do budouci kostry).
« Pro v8echny hrany f € E(G) vychézejici z x provedeme:
— Necht y je druhy konec hrany f = xy.
— Pokud (y, ') € U, nebo (y, ') € U pro n&jaké w(f’) > w(f),
odlozime U «+ (U\{(y, /)}) U{(y, f)}
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Jarnikav (Primuv) algoritmus

Algoritmus 5.16. Hledani minimalni kostry ve vaz. grafu (G, w).
NiZe uvedend specifickd implementace prochdzeni grafu vyuZivd dschovnu
rozsifenym zpiisobem, kdy uklada i pFichozi hranu do vrcholu.

e Vstup: Souvisly graf GG, dany seznamem vrcholil a seznamy vychazejicich
hran z kaZzdého vrcholu, plus vahy w hran.

e Vybereme lib. pottek prohledavani u € V(G); tschovna U « {(u, 0)}.
Kostra T' = (V(QG), D).
e Dokud U # 0, opakujeme:
x Zvolime (z, e) € U takové, Zze w(e) je minimalni (kde w(() = 0).
Odebereme U + U \ {(z, €)}.
* Ptiddme E(T) < E(T) U {e} (nova hrana do budouci kostry).
« Pro v8echny hrany f € E(G) vychézejici z x provedeme:
— Necht y je druhy konec hrany f = xy.
— Pokud (y, ') € U, nebo (y, ') € U pro n&jaké w(f’) > w(f),
odlozime U «+ (U\{(y, /)}) U{(y, f)}

e Vystup: T udava vyslednou minimalni kostru.
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Nasleduje struénd ukazka prib&hu Jarnikova algoritmu.

3 4 3
3 2 1
1 2
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1 4 2
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Nasleduje struénd ukazka prib&hu Jarnikova algoritmu.
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Nasleduje struénd ukazka prib&hu Jarnikova algoritmu.
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Nasleduje struénd ukazka prib&hu Jarnikova algoritmu.
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Nasleduje struénd ukazka prib&hu Jarnikova algoritmu.
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Nasleduje struénd ukazka prib&hu Jarnikova algoritmu.
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Nasleduje struénd ukazka prib&hu Jarnikova algoritmu.
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Nasleduje struénd ukazka prib&hu Jarnikova algoritmu.

3 4 3 3 4 3
L 4 ]
3 2 1 3 2 1
1 2 1 2
1 2 1 %
1 4 2 1 4 2
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5.5 Rovinné kresleni grafu

Definice 5.17. Rovinnym nakresleni grafu G

myslime zobrazeni, ve kterém jsou vrcholy zndzornény jako rzné body v roviné
a hrany jako oblouky spojujici body svych koncovych vrcholii. P¥itom hrany se
nesmi nikde kF¥iZit ani prochdzet jinymi vrcholy nez svymi koncovymi body.

Graf je rovinny pokud ma rovinné nakreslen.
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5.5 Rovinné kresleni grafu

Definice 5.17. Rovinnym nakresleni grafu G

myslime zobrazeni, ve kterém jsou vrcholy zndzornény jako riizné body v roving
a hrany jako oblouky spojujici body svych koncovych vrcholii. P¥itom hrany se
nesmi nikde kF¥iZit ani prochazet jinymi vrcholy neZ svymi koncovymi body.

Graf je rovinny pokud ma rovinné nakreslen.

Dalezitym p¥ikladem rovinnych grafti jsou grafy (tfirozmérnych Euklidovskych) mno-
hostén(, tieba graf &ty¥sténu, krychle, osmisténu, dvandctisténu, atd.

Plati, Ze grafy mnohosténd jsou vzdy rovinné a 3-souvislé.
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Definice: Sténami rovinného nakresleni grafu nazyvame (topologicky) souvislé
oblasti roviny ohraniené timto nakreslenim grafu.

Rovinny graf miZe mit vice podstatné riznych nakresleni s riznymi sténami,
ale plati, Ze pocet sté€n bude vzdy stejny!

Petr Hlingny, FI MU Brno, 2014 F1: 1B000: Prochazeni grafu



Euleriiv vztah o poctu stén

Nyni si uvedeme zajimavy a vlastn& ,jediny rozumny kvantitativni* vztah o
rovinnych nakreslenich grafli. Jedna se o slavny Euler(iv vztah, ktery ¥ika:

Véta 5.18. Necht rovinné nakresleni souvislého grafu G ma f stén. Pak

V(G| + f - EG)] = 2.

Petr Hlingny, FI MU Brno, 2014 F1: 1B000: Prochazeni grafu



Euleriiv vztah o poctu stén

Nyni si uvedeme zajimavy a vlastn& ,jediny rozumny kvantitativni* vztah o
rovinnych nakreslenich grafli. Jedna se o slavny Euler(iv vztah, ktery ¥ika:

Véta 5.18. Necht rovinné nakresleni souvislého grafu G ma f stén. Pak
V(G)|+ f - |E(G)| = 2.
Diikaz: Necht potet vrcholli v GG je v a hran h.

e Pokud je GG strom, tj. nema kruznice, ma ve svém nakresleni jedinou sténu
(viz Jordanova véta o kruZnici) a dle V&ty 7.11 ma p¥esn& h = v—1 hran.
Potom plativ+ f —h=v+1—(v—1) = 2.
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Euleriiv vztah o poctu stén

Nyni si uvedeme zajimavy a vlastn& ,jediny rozumny kvantitativni* vztah o
rovinnych nakreslenich grafli. Jedna se o slavny Euler(iv vztah, ktery ¥ika:

Véta 5.18. Necht rovinné nakresleni souvislého grafu G ma f stén. Pak
V(G)|+ f - |E(G)| = 2.
Diikaz: Necht potet vrcholli v GG je v a hran h.

e Pokud je GG strom, tj. nema kruznice, ma ve svém nakresleni jedinou sténu
(viz Jordanova véta o kruZnici) a dle V&ty 7.11 ma presn& h = v—1 hran.
Potom plativ+ f —h=v+1—(v—1) = 2.

e Pokud G obsahuje kruznici C, pak vypustime jednu jeji hranu e. Tim se
polet hran snizi o 1, ale zarovefi se snizi o 1 pocet stén, protoZe kruznice
C' pivodng& oddélovala (viz Jordanova véta o kruznici) dvé st&ny ptilehlé k
hrané e od sebe, ale nyni tyto dvé& stény ,splynou” v jednu. Polet vrcholi
se nezméni. Proto se nezméni hodnota v+ f—h = v+(f—1)—(h—1) = 2.

Tvrzeni tak plyne z principu matematické indukce (podle 7). O
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Disledek 5.19. Jednoduchy rovinny graf nav > 3 vrcholech ma nejvyse 3v—6
hran. Jednoduchy rovinny graf nav > 3 vrcholech a bez trojiihelniki ma nejvyse
2v — 4 hran.
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Disledek 5.19. Jednoduchy rovinny graf nav > 3 vrcholech ma nejvyse 3v—6
hran. Jednoduchy rovinny graf nav > 3 vrcholech a bez trojihelniki ma nejvyse
2v — 4 hran.

Dakaz: Miazeme predpoklddat, Ze graf je souvisly, jinak bychom p¥idali dal¥i hrany.
Necht potet vrcholii v G je v, sté&n je f a hran h. JelikoZ nemame smyZky ani ndsobné
hrany, md kaZda sténa v nakresleni grafu na obvodu aspoii 3 hrany, pfitom kazdou
hranu zapoditdme ve dvou pfilehlych sténach.
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Disledek 5.19. Jednoduchy rovinny graf nav > 3 vrcholech ma nejvyse 3v—6
hran. Jednoduchy rovinny graf nav > 3 vrcholech a bez trojihelniki ma nejvyse
2v — 4 hran.

Dakaz: Miazeme predpoklddat, Ze graf je souvisly, jinak bychom p¥idali dal¥i hrany.
Necht potet vrcholii v G je v, sté&n je f a hran h. JelikoZ nemame smyZky ani ndsobné
hrany, md kaZda sténa v nakresleni grafu na obvodu aspoii 3 hrany, pfitom kazdou
hranu zapotitdme ve dvou pilehlych sténdch. Pak tedy plati h > 1-3f, neboli 2h > f.
Dosazenim do vztahu Vé&ty 5.18 ziskdme

2 1
2:v+f—h§v+§h—h:v—§h

h<3v—-2)=3v—-6.

Petr Hlingny, FI MU Brno, 2014 F1: 1B000: Prochazeni grafu



Disledek 5.19. Jednoduchy rovinny graf nav > 3 vrcholech ma nejvyse 3v—6
hran. Jednoduchy rovinny graf nav > 3 vrcholech a bez trojihelniki ma nejvyse
2v — 4 hran.

Dakaz: Miazeme predpoklddat, Ze graf je souvisly, jinak bychom p¥idali dal¥i hrany.
Necht potet vrcholii v G je v, sté&n je f a hran h. JelikoZ nemame smyZky ani ndsobné
hrany, md kaZda sténa v nakresleni grafu na obvodu aspoii 3 hrany, pfitom kazdou
hranu zapotitdme ve dvou pilehlych sténdch. Pak tedy plati h > 1-3f, neboli 2h > f.
Dosazenim do vztahu Vé&ty 5.18 ziskdme

2 1
v+ f _v+3 v-3
h<3(v—2)=3v-6.

Druha &ast se dokazuje obdobnég, ale nyni vime, Ze graf nema ani trojihelniky, a tudiz
m3a kaZd3 sténa v nakresleni grafu na obvodu aspoii 4 hrany.
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Disledek 5.19. Jednoduchy rovinny graf nav > 3 vrcholech ma nejvyse 3v—6
hran. Jednoduchy rovinny graf nav > 3 vrcholech a bez trojihelniki ma nejvyse
2v — 4 hran.

Dakaz: Miazeme predpoklddat, Ze graf je souvisly, jinak bychom p¥idali dal¥i hrany.
Necht potet vrcholii v G je v, sté&n je f a hran h. JelikoZ nemame smyZky ani ndsobné
hrany, md kaZda sténa v nakresleni grafu na obvodu aspoii 3 hrany, pfitom kazdou
hranu zapotitdme ve dvou pilehlych sténdch. Pak tedy plati h > 1-3f, neboli 2h > f.
Dosazenim do vztahu Vé&ty 5.18 ziskdme

2 1
2=v+f—-h<v+-h—h=v—-h
3 3
h<3(v—2)=3v-6.
Druha &ast se dokazuje obdobnég, ale nyni vime, Ze graf nema ani trojihelniky, a tudiz

m3d kaZd3 sténa v nakresleni grafu na obvodu aspoii 4 hrany. Pak tedy plati h > % 4 f,
neboli %h > f. Dosazenim do vztahu Vé&ty 5.18 ziskame

2 1
2:v+ffh§v+1h7h:vf§h

h<2v—2)=2v—-4.

Tim jsme hotovi. a
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Existence vrcholii malych stupiiii

Diusledek 5.20. KaZdy jednoduchy rovinny graf obsahuje vrchol stupné
nejvyse 5.
KaZdy jednoduchy rovinny graf bez trojihelniki obsahuje vrchol stupné
nejvyse 3.
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Existence vrcholii malych stupnii

Diusledek 5.20. KaZdy jednoduchy rovinny graf obsahuje vrchol stupné
nejvyse 5.
KaZdy jednoduchy rovinny graf bez trojuhelniki obsahuje vrchol stupné
nejvyse 3.

Diikaz: Pokud by vSechny vrcholy mély stupné alespori 6, cely graf by mé&l aspori
% - 6v = 3v hran, coz je ve sporu s Disledkem 5.19. Néktery vrchol musi tudiz
mit men3i stupeil nez 6.

Obdobné postupujeme u druhého tvrzeni. O
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Rozpoznani rovinnych grafii

P¥i praktickém vyuZiti rovinnych grafli je potfeba umét abstraktné zadany graf

e s

rovinné nakreslit bez k¥iZeni hran.

Véta 5.21. Rozhodnout rovinnost a nalézt pFislusné nakresleni daného grafu
Ize v linedrnim &ase (vii&i poctu vrcholi).
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Rozpoznani rovinnych grafii

P¥i praktickém vyuZiti rovinnych grafli je potfeba umét abstraktné zadany graf

e s

rovinné nakreslit bez k¥iZeni hran.

Véta 5.21. Rozhodnout rovinnost a nalézt pFislusné nakresleni daného grafu
Ize v linedrnim &ase (vii&i poctu vrcholi).

Ptiklad 5.22. UkaZme, Ze ndsledujici dva grafy, K5 a K33 nejsou rovinné.

K5 K33
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Rozpoznani rovinnych grafii

P¥i praktickém vyuZiti rovinnych grafli je potfeba umét abstraktné zadany graf

e s

rovinné nakreslit bez k¥iZeni hran.

Véta 5.21. Rozhodnout rovinnost a nalézt pFislusné nakresleni daného grafu
Ize v linedrnim &ase (vii&i poctu vrcholi).

Ptiklad 5.22. UkaZme, Ze ndsledujici dva grafy, K5 a K33 nejsou rovinné.

K5 K33

P¥i zdlvodnéni vyuZijeme znalosti pfedchoziho oddilu. VS§imnéme si, Ze graf Kj
ma 5 vrcholl a 10 > 3-5—6 hran. Podobné graf K33 ma 6 vrcholia 9 > 2-6—4
hran, pfitom neobsahuje 7ddné trojihelniky. Proto podle Disledku 5.19 Zzadny
z nich nenfi rovinny.
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Rozpoznani rovinnych grafii

P¥i praktickém vyuZiti rovinnych grafli je potfeba umét abstraktné zadany graf

e s

rovinné nakreslit bez k¥iZeni hran.

Véta 5.21. Rozhodnout rovinnost a nalézt pFislusné nakresleni daného grafu
Ize v linedrnim &ase (vii&i poctu vrcholi).

Ptiklad 5.22. UkaZme, Ze ndsledujici dva grafy, K5 a K33 nejsou rovinné.

K5 K33

P¥i zdlvodnéni vyuZijeme znalosti pfedchoziho oddilu. VS§imnéme si, Ze graf Kj
ma 5 vrcholl a 10 > 3-5—6 hran. Podobné graf K33 ma 6 vrcholia 9 > 2-6—4
hran, pfitom neobsahuje 7ddné trojihelniky. Proto podle Disledku 5.19 Zzadny
z nich nenfi rovinny. O

Disledek 5.23. Grafy K5 a K33 nejsou rovinné.
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Kuratowského véta

Definice: Podrozdélenim grafu G rozumime graf, ktery vznikne z G nahrazenim
n&kterych hran novymi cestami libovolné (kladné) délky.
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Kuratowského véta

Definice: Podrozdélenim grafu G rozumime graf, ktery vznikne z G nahrazenim
n&kterych hran novymi cestami libovolné (kladné) délky.

DilleZity abstraktni popis vSech rovinnych grafli nalezl K. Kuratowski:

Véta 5.24. Graf G je rovinny pravé kdyZ neobsahuje podrozdéleni grafi K
nebo K33 jako podgrafy.
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Priklad 5.25. Které z nasledujicich dvou grafii jsou rovinné? Najdéte rovinné
nakresleni (v&etné o&islovanych vrcholii), nebo zdivodnéte nerovinnost grafu.
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Priklad 5.25. Které z nasledujicich dvou grafii jsou rovinné? Najdéte rovinné
nakresleni (v&etné o&islovanych vrcholii), nebo zdivodnéte nerovinnost grafu.

A B

Po chvili zkoumani ur&it& p¥ijdeme na to, Ze graf A se dd nakreslit rovinn& takto:

T Y c

a b — a b

Graf B na druhou stranu rovinny neni podle Véty 5.24, protoZe je v ném obsaZeno
podrozdéleni grafu K3 3, které je ukdzdno na tomto obrazku:
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Hamiltonovské grafy

Na zavér si jako ukazku t&zké grafové tlohy zminime tuto hist. zndmou otazku:

Definice: KruZnice C' obsaZend v grafu G se nazyva Hamiltonovskd, pokud C
prochazi v8emi vrcholy G. Obdobné mluvime o Hamiltonovské cesté P v G,
pokud cesta P C GG prochazi véemi vrcholy G.

Graf G je Hamiltonovsky, pokud obsahuje Hamiltonovskou kruZnici.
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Hamiltonovské grafy
Na zavér si jako ukazku t&zké grafové tlohy zminime tuto hist. zndmou otazku:

Definice: KruZnice C' obsaZend v grafu G se nazyva Hamiltonovskd, pokud C
prochazi v8emi vrcholy G. Obdobné mluvime o Hamiltonovské cesté P v G,
pokud cesta P C GG prochazi véemi vrcholy G.

Graf G je Hamiltonovsky, pokud obsahuje Hamiltonovskou kruZnici.

Priklad 5.26. Ktery z ndsledujicich dvou grafii je Hamiltonovsky?
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Hamiltonovské grafy
Na zavér si jako ukazku t&zké grafové tlohy zminime tuto hist. zndmou otazku:

Definice: KruZnice C' obsaZend v grafu G se nazyva Hamiltonovskd, pokud C
prochazi v8emi vrcholy G. Obdobné mluvime o Hamiltonovské cesté P v G,
pokud cesta P C GG prochazi véemi vrcholy G.

Graf G je Hamiltonovsky, pokud obsahuje Hamiltonovskou kruZnici.

Priklad 5.26. Ktery z ndsledujicich dvou grafii je Hamiltonovsky?

Vlevo vidime Hamiltonovskou kruZnici, kdeZto vpravo Zadna takova neni.

Vpravo najdeme alespoii Hamiltonovskou cestu. O
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