4 Pojem grafu, ve zkratce

T¥ebaZe grafy jsou jen jednou z mnoha struktur v matematice a vlastné pouze
specidlnim p¥ipadem binarnich relaci, vydobyly si svou uZite€nosti a ndzornosti dilezité
misto na slunci.

NeformdIng& Yeceno, graf se skladd z vrcholi (pfedstavme si je jako nakreslené , puntiky*)
a z hran, které spojuji dvojice vrcholl mezi sebou.
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4 Pojem grafu, ve zkratce

T¥ebaZe grafy jsou jen jednou z mnoha struktur v matematice a vlastné pouze
specidlnim p¥ipadem binarnich relaci, vydobyly si svou uZite€nosti a ndzornosti dilezité
misto na slunci.

Neformdlng& Yeceno, graf se sklada z vrcholi (pfedstavme si je jako nakreslené , puntiky*)
a z hran, které spojuji dvojice vrcholi mezi sebou.

Struény prehled lekce
* Zavedeni a pochopeni grafi, jejich zdkladni pojmy.
* P¥iklady b&Znych t¥id grafli, podgrafy a isomorfismus, souvislost.

* Stromy a jejich specidlni vlastnosti.

Petr Hlinény, FI MU Brno, 2014 F1: 1B000: Pojem grafu



4.1 Definice grafu

Definice 4.1. Graf (jednoduchy neorient.) je uspo¥adana dvojice G = (V, E),
kde V je mnoZina vrcholi a E je mnoZina hran — mnoZina vybranych
dvouprvkovych podmnoZin mnoZiny vrchold.
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4.1 Definice grafu

Definice 4.1. Graf (jednoduchy neorient.) je uspo¥adana dvojice G = (V, E),
kde V je mnoZina vrcholi a E je mnoZina hran — mnoZina vybranych
dvouprvkovych podmnoZin mnoZiny vrchold.

1
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2 3 4

Znat&eni: Hranu mezi vrcholy u a v piSeme jako {u, v}, nebo zkracen& uv.
Vrcholy spojené hranou jsou sousedni a hrana uv vychazi z vrcholl u a v.
Na mnoZinu vrcholi grafu G odkazujeme jako na V' (G), na mnoZinu hran E(G).
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4.1 Definice grafu

Definice 4.1. Graf (jednoduchy neorient.) je uspo¥adana dvojice G = (V, E),
kde V je mnoZina vrcholi a E je mnoZina hran — mnoZina vybranych
dvouprvkovych podmnoZin mnoZiny vrchold.
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Znat&eni: Hranu mezi vrcholy u a v piSeme jako {u, v}, nebo zkracen& uv.
Vrcholy spojené hranou jsou sousedni a hrana uv vychazi z vrcholl u a v.
Na mnoZinu vrcholi grafu G odkazujeme jako na V' (G), na mnoZinu hran E(G).

Grafy se €asto zadavaji pfimo ndzornym obrazkem, jinak je Ize formalné zadat vy&tem
vrchold a vy¢tem hran. Naptiklad:

V=1{1,2,3,4}, E= {{1,2}., {1,3},{1,4}, {3,4}}

Na graf se Ize divat také jako na symetrickou ireflexivni relaci, kde hrany tvo¥i pravé
dvojice prvkil z této relace.
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Stupné vrcholi v grafu

Definice 4.2. Stupném vrcholu v v grafu G
rozumime po&et hran vychdzejicich z v. Stupefi v v grafu G zna&ime dg(v).
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Stupné vrcholi v grafu

Definice 4.2. Stupném vrcholu v v grafu G
rozumime po&et hran vychdzejicich z v. Stupefi v v grafu G zna&ime dg(v).

Slovo ,,vychézejici* zde nenaznaluje zadny smér; je totiZ obecnou konvenci u neorien-
tovanych grafi ¥ikat, Ze hrana vychazi z obou svych koncti zaroveii.

2 2 3 3
stupné
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Stupné vrcholi v grafu

Definice 4.2. Stupném vrcholu v v grafu G
rozumime po&et hran vychdzejicich z v. Stupefi v v grafu G zna&ime dg(v).

Slovo ,,vychézejici* zde nenaznaluje zadny smér; je totiZ obecnou konvenci u neorien-
tovanych grafi ¥ikat, Ze hrana vychazi z obou svych koncti zaroveii.

2 2 3 3
stupné

Definice: Graf je d-regularni, pokud v8echny jeho vrcholy maji stejny stupefi d.
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Stupné vrcholi v grafu

Definice 4.2. Stupném vrcholu v v grafu G
rozumime po&et hran vychdzejicich z v. Stupefi v v grafu G zna&ime dg(v).

Slovo ,,vychézejici* zde nenaznaluje zadny smér; je totiZ obecnou konvenci u neorien-
tovanych grafi ¥ikat, Ze hrana vychazi z obou svych koncti zaroveii.

2 2 3 3
stupné

Definice: Graf je d-regularni, pokud v8echny jeho vrcholy maji stejny stupefi d.

Znateni: Nejvyssi stupeit v grafu G znatime A(G) a nejnizsi §(G).
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Stupné vrcholi v grafu

Definice 4.2. Stupném vrcholu v v grafu G
rozumime po&et hran vychdazejicich z v. Stupefi v v grafu G zna&ime d¢(v).

Slovo ,,vychazejici” zde nenaznaduje zadny smér; je totiz obecnou konvenci u neorien-
tovanych grafi ¥ikat, Ze hrana vychazi z obou svych koncti zaroveii.

2 2 3 3
stupné
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Bézné typy grafi

Kruznice délky n ma n > 3 rlznych vrcholl spojenych ,do jednoho cyklu”
n hranami:
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Bézné typy grafi

Kruznice délky n ma n > 3 rlznych vrcholil spojenych ,do jednoho cyklu”
n hranami:

Petr Hlingny, FI MU Brno, 2014 F1: 1B000: Pojem grafu



Uplny graf na n > 1 vrcholech mé& n riiznych vrcholi spojenych po viech
dvojicich (tj. celkem (%) hran): 3

Petr Hlingny, FI MU Brno, 2014 F1: 1B000: Pojem grafu



Uplny graf na n > 1 vrcholech mé& n riiznych vrcholi spojenych po viech
dvojicich (tj. celkem (%) hran): 3

Uplny bipartitni graf na m > 1 a n > 1 vrcholech md m + n vrcholi ve
dvou skupindch (partitadch), p¥itemz hranami jsou spojeny vechny m -n
dvojice z rliznych skupin:
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Hvézda s n > 1 rameny je zvldstni ndzev pro Uplny bipartitni graf /7 ,,:
3
4 2
Sn 5 e o1
6 DocC n
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Zminka o orientovanych grafech

V Lekci 9 si zavedeme také takzvané orientované grafy, které kazdé hrané
p¥ifazuji jisty smér. Formalné orientované grafy budou mit mnoZinu oriento-
vanych hran A C V(G) x V(G) a zobrazime je takto. ..
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4.2 Podgrafy a Isomorfismus

Definice: Podgrafem grafu G rozumime libovolny graf H na podmnoZiné vr-

cholii V(H) C V(G), ktery ma za hrany libovolnou podmnoZinu hran grafu G
majicich oba vrcholy ve V(H).

Pieme H C G, tj. stejné jako mnoZinova inkluze (ale vyznam je trochu jiny).
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4.2 Podgrafy a Isomorfismus

Definice: Podgrafem grafu G rozumime libovolny graf H na podmnoZiné vr-
cholii V(H) C V(G), ktery ma za hrany libovolnou podmnoZinu hran grafu G
majicich oba vrcholy ve V(H).

Pieme H C G, tj. stejné jako mnoZinova inkluze (ale vyznam je trochu jiny).

Na ndsledujicim obradzku vidime zvyraznéné podmnoziny vrcholl hran. Pro¢ se vlevo
nejednd o podgraf? Obrazek vpravo uz podgrafem je.
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4.2 Podgrafy a Isomorfismus

Definice: Podgrafem grafu G rozumime libovolny graf H na podmnoZiné vr-
cholii V(H) C V(G), ktery ma za hrany libovolnou podmnoZinu hran grafu G
majicich oba vrcholy ve V(H).

Pieme H C G, tj. stejné jako mnoZinova inkluze (ale vyznam je trochu jiny).

Na ndsledujicim obradzku vidime zvyraznéné podmnoziny vrcholl hran. Pro¢ se vlevo
nejednd o podgraf? Obrazek vpravo uz podgrafem je.

ON

Definice: Indukovanym podgrafem je podgraf H C G takovy, ktery obsahuje
vsechny hrany grafu G' mezi dvojicemi vrchold z V(H).
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»Stejnost” grafi
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»Stejnost” grafi

? ?

Definice 4.4. Isomorfismus ~ grafi G a H
je bijektivni zobrazeni f : V(G) — V(H), pro které kaZda dvojice u,v € V(G)
je spojend hranou v G pravg, kdyz je dvojice f(u), f(v) spojend hranou v H.

Grafy G a H jsou isomorfni, G ~ H, pokud mezi nimi existuje isomorfismus.
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»Stejnost” grafi

? ?

Definice 4.4. Isomorfismus ~ grafi G a H
je bijektivni zobrazeni f : V(G) — V(H), pro které kaZda dvojice u,v € V(G)
je spojend hranou v G pravg, kdyz je dvojice f(u), f(v) spojend hranou v H.

Grafy G a H jsou isomorfni, G ~ H, pokud mezi nimi existuje isomorfismus.
Fakt: Mé&jme isomorfismus f grafi G a H. Pak plati nasledujici

*x (G a H maji stejny pocet hran,
« f zobrazuje na sebe vrcholy stejnych stupiil, tj. dg(v) = dg(f(v)).
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»Stejnost” grafi

? ?

Definice 4.4. Isomorfismus ~ grafi G a H
je bijektivni zobrazeni f : V(G) — V(H), pro které kaZda dvojice u,v € V(G)
je spojend hranou v G pravg, kdyz je dvojice f(u), f(v) spojend hranou v H.

Grafy G a H jsou isomorfni, G ~ H, pokud mezi nimi existuje isomorfismus.

Fakt: Mé&jme isomorfismus f grafi G a H. Pak plati nasledujici
*x (G a H maji stejny pocet hran,
« f zobrazuje na sebe vrcholy stejnych stupiil, tj. dg(v) = dg(f(v)).

>

U nakreslenych dvou grafii objevime isomorfismus velmi snadno — podivdme se, jak si
odpovidaji vrcholy stejnych stuprid.
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Ptiklad 4.5. Jsou nasledujici dva grafy isomorfni?

Pokud mezi nakreslenymi dvéma grafy hleddme isomorfismus, nejprve se podivame, zda
maji stejny pocet vrcholl a hran.
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Ptiklad 4.5. Jsou nasledujici dva grafy isomorfni?

Pokud mezi nakreslenymi dvéma grafy hledame isomorfismus, nejprve se podivdme, zda
maji stejny pocet vrcholl a hran. Maji. Pak se podivdme na stupné vrcholl a zjistime,
Ze oba maji stejnou posloupnost stupiiti 2,2,2, 2,3, 3.
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Ptiklad 4.5. Jsou nasledujici dva grafy isomorfni?

Pokud mezi nakreslenymi dvéma grafy hledame isomorfismus, nejprve se podivdme, zda
maji stejny pocet vrcholl a hran. Maji. Pak se podivdme na stupné vrcholl a zjistime,
Ze oba maji stejnou posloupnost stupiiti 2,2, 2, 2, 3, 3. TakZe ani takto jsme mezi nimi
nerozlisili a mohou (nemuseji!) byt isomorfni. Déle tedy nezbyva, nez zkouSet viechny
pFipustné moZnosti zobrazeni isomorfismu z levého grafu do pravého.
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Ptiklad 4.5. Jsou nasledujici dva grafy isomorfni?

Pokud mezi nakreslenymi dvéma grafy hledame isomorfismus, nejprve se podivdme, zda
maji stejny pocet vrcholl a hran. Maji. Pak se podivdme na stupné vrcholl a zjistime,
Ze oba maji stejnou posloupnost stupiiti 2,2, 2, 2, 3, 3. TakZe ani takto jsme mezi nimi
nerozlisili a mohou (nemuseji!) byt isomorfni. Déle tedy nezbyva, nez zkouSet viechny
pFipustné moZnosti zobrazeni isomorfismu z levého grafu do pravého.

Na levém grafu si pro uleh&eni v&§imnéme, Ze oba vrcholy stupné t¥i jsou si symetrické,
proto si bez Gjmy na obecnosti miZeme vybrat, Ze vrchol oznaleny 1 se zobrazi na 1’.
Druhy vrchol stupné& t¥i, oznaleny 4, se musi zobrazit na analogicky vrchol druhého
grafu 4’. A zbytek jiZ plyne snadno:
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Diisledek: Stejnost grafa jako isomorfismus!
Celd
Graf G +— t¥ida isomorfismu
grafu G
4 3 4 2 3 4
1 2 1 3 1 2
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Diisledek: Stejnost grafa jako isomorfismus!
Celd
Graf G +— t¥ida isomorfismu
grafu G
4 3 4 2 3 4
1 2 1 3 1 2

Je uvedeny pfistup, tj. zamériovani konkrétniho grafu za celou jeho t¥idu isomorfismu,
v matematice neobvykly?
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Diisledek: Stejnost grafa jako isomorfismus!

Celd
Graf G — t¥ida isomorfismu
grafu G
4 3 4 2 3 4
1 2 1 3 1 2

Je uvedeny pfistup, tj. zamériovani konkrétniho grafu za celou jeho t¥idu isomorfismu,
v matematice neobvykly? Ne, naptiklad uz v geometrii jste ¥ikali ,,&tverec o strané 2"
¢i ,jednotkovy kruh” a podobné, aniZ jste méli na mysli konkrétni obrazek, nybrz celou
t¥idu v8ech téchto shodnych objektd.
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Dalsi grafové pojmy

Definice: Mé&jme libovolny graf G.
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Dalsi grafové pojmy

Definice: Mé&jme libovolny graf G.

vvvvvv

x Podgrafu H C G, ktery je isomorfni n&jaké kruZnici, ¥ikdme kruznice v G.
* Specidlné ¥ikdme trojihelnik kruznici délky 3.
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Dalsi grafové pojmy

Definice: Mé&jme libovolny graf G.

vvvvvv

x Podgrafu H C G, ktery je isomorfni n&jaké kruZnici, ¥ikdme kruznice v G.
* Specidlné ¥ikdme trojihelnik kruznici délky 3.
x Podgrafu H C G, ktery je isomorfni né&jaké cest&, ¥ikime cesta v G.
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Dalsi grafové pojmy

Definice: Mé&jme libovolny graf G.

vvvvvv

Podgrafu H C G, ktery je isomorfni néjaké kruznici, fikdme kruznice v GG.

*

*

Specialn& ¥ikdme trojuhelnik kruZnici délky 3.

N

Podgrafu H C (G, ktery je isomorfni né&jaké cesté, ¥fikdme cesta v G.

*

*

Podgrafu H C G, ktery je isomorfni néjakému uplnému grafu, fikdme
klika v G.

* PodmnoZin& vrcholl X C V(G), mezi kterymi nevedou v G viibec Zadné
hrany, ¥ikdme nezdvisla mnoZina X v G.
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Dalsi grafové pojmy

Definice: Mé&jme libovolny graf G.

vvvvvv

Podgrafu H C G, ktery je isomorfni néjaké kruznici, fikdme kruznice v GG.

*

*

Specialn& ¥ikdme trojuhelnik kruZnici délky 3.

N

Podgrafu H C (G, ktery je isomorfni né&jaké cesté, ¥fikdme cesta v G.

*

*

Podgrafu H C G, ktery je isomorfni néjakému uplnému grafu, fikdme
klika v G.
* PodmnoZin& vrcholl X C V(G), mezi kterymi nevedou v G viibec Zadné
hrany, ¥ikdme nezdvisla mnoZina X v G.

-----

* Indukovanému podgrafu H C G, ktery je isomorfni né&jaké kruznici, fikdme
indukovand kruznice v G.
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4.3 Souvislost grafii, komponenty

DileZitou globalni vlastnosti grafii je souvislost, tedy moZnost se v nich pohy-
bovat odkudkoliv kamkoliv podél jeho hran, neboli po cestach v grafu.
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4.3 Souvislost grafii, komponenty

DileZitou globalni vlastnosti grafii je souvislost, tedy moZnost se v nich pohy-
bovat odkudkoliv kamkoliv podél jeho hran, neboli po cestach v grafu.

Lema 4.6. Mé&me relaci ~ na mnoZin& vrcholi V (G) libovolného grafu G
takovou, Ze pro dva vrcholy x ~ y pravé kdyZ existuje v G cesta zacinajici v x
a koncici v y. Pak ~ je relaci ekvivalence.
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4.3 Souvislost grafii, komponenty

DileZitou globalni vlastnosti grafii je souvislost, tedy moZnost se v nich pohy-
bovat odkudkoliv kamkoliv podél jeho hran, neboli po cestach v grafu.

Lema 4.6. Mé&me relaci ~ na mnoZin& vrcholi V (G) libovolného grafu G
takovou, Ze pro dva vrcholy x ~ y pravé kdyZ existuje v G cesta zacinajici v x
a koncici v y. Pak ~ je relaci ekvivalence.

Diikaz.

e Relace ~ je reflexivni, nebot kazdy vrchol je spojeny sdm se sebou cestou
délky 0.
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4.3 Souvislost grafii, komponenty

DileZitou globalni vlastnosti grafii je souvislost, tedy moZnost se v nich pohy-
bovat odkudkoliv kamkoliv podél jeho hran, neboli po cestach v grafu.

Lema 4.6. Mé&me relaci ~ na mnoZin& vrcholi V (G) libovolného grafu G
takovou, Ze pro dva vrcholy x ~ y pravé kdyZ existuje v G cesta zacinajici v x
a koncici v y. Pak ~ je relaci ekvivalence.

Diikaz.

e Relace ~ je reflexivni, nebot kazdy vrchol je spojeny sdm se sebou cestou
délky 0.

e Symetricka je také, protoZe cestu z x do y snadno v neorientovaném grafu
obratime na cestu z y do =x.
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4.3 Souvislost grafii, komponenty

DileZitou globalni vlastnosti grafii je souvislost, tedy moZnost se v nich pohy-
bovat odkudkoliv kamkoliv podél jeho hran, neboli po cestach v grafu.

Lema 4.6. Mé&me relaci ~ na mnoZin& vrcholi V (G) libovolného grafu G
takovou, Ze pro dva vrcholy x ~ y pravé kdyZ existuje v G cesta zacinajici v x
a koncici v y. Pak ~ je relaci ekvivalence.

Diikaz.

e Relace ~ je reflexivni, nebot kazdy vrchol je spojeny sdm se sebou cestou
délky 0.

e Symetricka je také, protoZe cestu z x do y snadno v neorientovaném grafu
obratime na cestu z y do =x.

e Pro dilkaz tranzitivity si ozname P cestu z x do y a () cestu z y do z.
Pak P U@ nemusi byt cesta; mohou se navzdjem protinat.
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4.3 Souvislost grafii, komponenty

DileZitou globalni vlastnosti grafii je souvislost, tedy moZnost se v nich pohy-
bovat odkudkoliv kamkoliv podél jeho hran, neboli po cestach v grafu.

Lema 4.6. Mé&me relaci ~ na mnoZin& vrcholi V (G) libovolného grafu G
takovou, Ze pro dva vrcholy x ~ y pravé kdyZ existuje v G cesta zacinajici v x
a koncici v y. Pak ~ je relaci ekvivalence.

Diikaz.

e Relace ~ je reflexivni, nebot kazdy vrchol je spojeny sdm se sebou cestou
délky 0.

e Symetricka je také, protoZe cestu z x do y snadno v neorientovaném grafu
obratime na cestu z y do =x.

e Pro dikaz tranzitivity si oznaéme P cestu z x do y a () cestu z y do z.
Pak P U @ nemusi byt cesta; mohou se navzdjem protinat. AvSak pokud
oznatime P’ C P &st cesty z x do prvniho vrcholu z v priniku s Q a

Q' C () zbytek druhé cesty od z, tak P/ U Q' uZ je cesta z = do z.
O
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Definice 4.7. Komponentami souvislosti grafu G nazveme
t¥idy ekvivalence vy%e popsané (Lema 7.6) relace ~ na V(G).
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Podivejte se, kolik komponent souvislosti ma tento graf:
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Definice 4.7. Komponentami souvislosti grafu G nazveme
t¥idy ekvivalence vy%e popsané (Lema 7.6) relace ~ na V(G).

Jinak se také komponentami souvislosti mysli podgrafy indukované na téchto
t¥idach ekvivalence.

Podivejte se, kolik komponent souvislosti ma tento graf:

Vidite v obrazku viechny t¥i komponenty? Jedna z nich je izolovanym vrcholem, druhd
hranou (tj. grafem isomorfnim K3) a t¥eti je to zbyvajici.
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Definice 4.8. Graf G je souvisly
pokud je GG tvofeny nejvySe jednou komponentou souvislosti, tj. pokud kazdé
dva vrcholy G jsou spojené cestou.
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Definice 4.8. Graf G je souvisly
pokud je GG tvofeny nejvySe jednou komponentou souvislosti, tj. pokud kazdé

dva vrcholy G jsou spojené cestou.

Ktery z téchto dvou grafl je souvisly?

SN

F1: 1B000: Pojem grafu
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4.4 Stromy — grafy bez kruZnic

Charakteristickymi znaky stromi je absence kruZnic a souvislost. . .
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4.4 Stromy — grafy bez kruZnic

Charakteristickymi znaky stromi je absence kruZnic a souvislost. . .

Definice 4.9. Strom je jednoduchy souvisly graf 1" bez kruznic.
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4.4 Stromy — grafy bez kruZnic

Charakteristickymi znaky stromi je absence kruZnic a souvislost. . .

Definice 4.9. Strom je jednoduchy souvisly graf 1" bez kruznic.

Les je jednoduchy graf bez kruznic (nemusi byt souvisly). Komponenty souvis-
losti lesa jsou stromy. Jeden vrchol bez hran a prazdny graf jsou také stromy.

Grafy bez kruzZnic také obecn& nazyvame acyklické.
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Vlastnosti stromu

Lema 4.10. Strom s vice neZ jednim vrcholem obsahuje vrchol stupné 1.
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Vlastnosti stromii
Lema 4.10. Strom s vice neZ jednim vrcholem obsahuje vrchol stupné 1.

Diikaz: Souvisly graf s vice neZ jednim vrcholem nemiZe mit vrchol stupné 0.
Proto vezmeme strom 7" a v ném libovolny vrchol v.
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Vlastnosti stromii
Lema 4.10. Strom s vice neZ jednim vrcholem obsahuje vrchol stupné 1.

Diikaz: Souvisly graf s vice neZ jednim vrcholem nemdiZe mit vrchol stupng& 0.
Proto vezmeme strom 7" a v ném libovolny vrchol v. Sestrojime nyni co nejdelsi
cestu S v T' zatinajici ve v:

* .S za€ne libovolnou hranou vychazejici z v;
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Vlastnosti stromii
Lema 4.10. Strom s vice neZ jednim vrcholem obsahuje vrchol stupné 1.

Diikaz: Souvisly graf s vice neZ jednim vrcholem nemdiZe mit vrchol stupng& 0.
Proto vezmeme strom 7" a v ném libovolny vrchol v. Sestrojime nyni co nejdelsi
cestu S v T' zatinajici ve v:

xS zacne libovolnou hranou vychazejici z v;

x v kazdém dal$im vrcholu u, do kterého se dostaneme a ma stupefi vétsi
nez 1, Ize pak pokraovat cestu S dalsi novou hranou.

Petr Hlingny, FI MU Brno, 2014
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Vlastnosti stromii
Lema 4.10. Strom s vice neZ jednim vrcholem obsahuje vrchol stupné 1.

Diikaz: Souvisly graf s vice neZ jednim vrcholem nemdiZe mit vrchol stupng& 0.
Proto vezmeme strom 7" a v ném libovolny vrchol v. Sestrojime nyni co nejdelsi
cestu S v T' zatinajici ve v:

xS zacne libovolnou hranou vychazejici z v;

x v kazdém dal$im vrcholu u, do kterého se dostaneme a ma stupefi vétsi
nez 1, lze pak pokracovat cestu S dal$i novou hranou.

v ./©
v
yd 7\ oo

Pokud by se v S poprvé zopakoval néktery vrchol, ziskali bychom kruZnici. Proto
cesta S musi jednou skon&it v n&jakém vrcholu stupné 1 v 7. O

Petr Hlingny, FI MU Brno, 2014

F1: 1B000: Pojem grafu



Véta 4.11. Strom na n vrcholech mad presné n — 1 hran pron > 1.
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Véta 4.11. Strom na n vrcholech mad presné n — 1 hran pron > 1.

Duakaz: Toto tvrzeni dokdzeme indukci podle n.

* Strom s jednim vrcholem md n — 1 =0 hran.
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Véta 4.11. Strom na n vrcholech ma presné n — 1 hran pron > 1.

Duakaz: Toto tvrzeni dokdzeme indukci podle n. T

* Strom s jednim vrcholem md n — 1 =0 hran.

+ Necht T je strom na n > 1 vrcholech.

Podle Lematu 7.10 ma& 7' vrchol v stupn& 1. Oznatme 77 = T — v graf
vznikly z 7" odebranim vrcholu v.

Petr Hlingny, FI MU Brno, 2014 F1: 1B000: Pojem grafu



Véta 4.11. Strom na n vrcholech ma presné n — 1 hran pron > 1.

Duakaz: Toto tvrzeni dokdzeme indukci podle n. T -

« Strom s jednim vrcholem ma n — 1 = 0 hran.

+ Necht T je strom na n > 1 vrcholech.
Podle Lematu 7.10 ma& 7' vrchol v stupn& 1. Oznatme 77 = T — v graf
vznikly z T" odebranim vrcholu v. Pak 7" je také souvisly bez kruZnic, tudiz
strom na n — 1 vrcholech. Dle induk&niho predpokladu 7/ md n — 1 — 1
hran, a proto T’ médn—1—1+1=mn—1 hran. =

F1: 1B000: Pojem grafu
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Véta 4.12. Mezi kaZdymi dvéma vrcholy stromu vede pravé jedind cesta.
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Véta 4.12. Mezi kaZdymi dvéma vrcholy stromu vede pravé jedina cesta.

Diikaz: JelikoZ strom I" je souvisly dle definice, mezi libovolnymi dvéma vrcholy
u, v vede néjaka cesta.
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Véta 4.12. Mezi kaZdymi dvéma vrcholy stromu vede pravé jedina cesta.

Py "

U ®——-— \@ »
P
Diikaz: JelikoZ strom I" je souvisly dle definice, mezi libovolnymi dvéma vrcholy
u, v vede néjaka cesta.

Pokud by existovaly dvé riizné cesty P;, P> mezi u,v, tak bychom vzali jejich
symetricky rozdil, podgraf H = P, AP, s neprdzdnou mnoZinou hran, kde H
zfejm& ma vSechny stupné sudé.
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Véta 4.12. Mezi kaZdymi dvéma vrcholy stromu vede pravé jedina cesta.

Py "

U @®——-— ~

Py

Diikaz: JelikoZ strom I" je souvisly dle definice, mezi libovolnymi dvéma vrcholy
u, v vede néjaka cesta.

Pokud by existovaly dvé riizné cesty P;, P> mezi u,v, tak bychom vzali jejich
symetricky rozdil, podgraf H = P, AP, s neprdzdnou mnoZinou hran, kde H
zfejmé& ma vSechny stupn& sudé. Na druhou stranu se v8ak podgraf stromu
musi opét skladat z komponent strom(, a tudiz obsahovat vrchol stupné 1
podle Lematu 7.10, spor.
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Véta 4.12. Mezi kaZdymi dvéma vrcholy stromu vede pravé jedina cesta.
P
! H
U ®——-— ~

Py

Diikaz: JelikoZ strom I" je souvisly dle definice, mezi libovolnymi dvéma vrcholy
u, v vede néjaka cesta.

Pokud by existovaly dvé riizné cesty P;, P> mezi u,v, tak bychom vzali jejich
symetricky rozdil, podgraf H = P, AP, s neprdzdnou mnoZinou hran, kde H
zfejmé& ma vSechny stupn& sudé. Na druhou stranu se v8ak podgraf stromu
musi opét skladat z komponent strom(, a tudiz obsahovat vrchol stupné 1
podle Lematu 7.10, spor. |

Disledek 4.13. P¥idanim jedné hrany do stromu vznikne pravé jedna kruZnice.
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Alternativni charakterizace stromi

Na dané mnoZin& vrcholi je (vzhledem k inkluzi mnoZin hran) strom
e minimalni souvisly graf (plyne z Véty 7.12)

e a zdrovefi maximalni acyklicky graf (plyne z Disledku 7.13).

Petr Hlingny, FI MU Brno, 2014 F1: 1B000: Pojem grafu



Alternativni charakterizace stromi
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Alternativni charakterizace stromi
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Alternativni charakterizace stromi
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Alternativni charakterizace stromi
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Alternativni charakterizace stromi
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Alternativni charakterizace stromi

Na dané mnoZin& vrcholi je (vzhledem k inkluzi mnoZin hran) strom
e minimalni souvisly graf (plyne z Véty 7.12)

e a zdrovefi maximalni acyklicky graf (plyne z Disledku 7.13).

Petr Hlingny, FI MU Brno, 2014 F1: 1B000: Pojem grafu



Alternativni charakterizace stromi

Na dané mnoZin& vrcholi je (vzhledem k inkluzi mnoZin hran) strom
e minimalni souvisly graf (plyne z Véty 7.12)

e a zdrovefi maximalni acyklicky graf (plyne z Disledku 7.13).
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4.5 Jednim tahem — Eulerovské grafy

Pravd. nejstarsi zaznamenany vysledek teorie grafii pochazi od L. Eulera —
jednd se o slavnych 7 mosti v Krélovci / Konigsbergu / dnesnim Kaliningradé.

O jaky problém se tehdy jednalo? M&ststi radni chtéli védét, zda mohou suchou nohou
ptejit po kazdém ze sedmi vyznaéenych mostl pravé jednou.
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Sled a tah v grafu
Definice: Sledem délky n v grafu G rozumime posloupnost vrcholl a hran

(U()a €1,V1,€2,0V2,..., enavn)
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Sled a tah v grafu

Definice: Sledem délky n v grafu G rozumime posloupnost vrcholl a hran
(vo, €1,V1,€2,V2, ..., €En,Un),

ve které vzdy hrana e; ma koncové vrcholy v;_1,v;.

Sled je vlastné prochdzka po hranach grafu z u do v. P¥ikladem sledu mdZe byt prichod
IP paketu internetem (v&etné& cyklent).
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Sled a tah v grafu

Definice: Sledem délky n v grafu G rozumime posloupnost vrcholl a hran
(vo, €1,V1,€2,V2, ..., €En,Un),

ve které vzdy hrana e; ma koncové vrcholy v;_1,v;.

Sled je vlastné prochdzka po hranach grafu z u do v. P¥ikladem sledu mdZe byt prichod
IP paketu internetem (v&etné& cyklent).

Definice: Tah je sled v grafu bez opakovani hran.
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Sled a tah v grafu

Definice: Sledem délky n v grafu G rozumime posloupnost vrcholl a hran
(vo, €1,V1,€2,V2, ..., €En,Un),

ve které vzdy hrana e; ma koncové vrcholy v;_1,v;.

Sled je vlastné prochdzka po hranach grafu z u do v. P¥ikladem sledu mdZe byt prichod
IP paketu internetem (v&etn& cykleni).

Definice: Tah je sled v grafu bez opakovéni hran.
Uzavieny tah je tahem, ktery kon&i ve vrcholu, ve kterém zacal. Otevfeny tah
je tahem, ktery kon&i v jiném vrcholu, nez ve kterém zadal.

Znate détské |, kresleni jednim tahem*? Ano, to je v podstaté i na3 tah (v nakresl. grafu).
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Sled a tah v grafu

Definice: Sledem délky n v grafu G rozumime posloupnost vrcholl a hran
(vo, €1,V1,€2,V2, ..., €En,Un),

ve které vzdy hrana e; ma koncové vrcholy v;_1, v;.

Sled je vlastné prochdzka po hranach grafu z u do v. P¥ikladem sledu mdZe byt prichod
IP paketu internetem (v&etn& cykleni).

Definice: Tah je sled v grafu bez opakovani hran.
Uzavreny tah je tahem, ktery kon&i ve vrcholu, ve kterém zalal. Otevreny tah
je tahem, ktery kon&i v jiném vrcholu, nez ve kterém zadal.

Znate détské |, kresleni jednim tahem*? Ano, to je v podstaté i na3 tah (v nakresl. grafu).

Fakt: Cesta je pravé otevieny tah bez opakovani vrcholi.
Kruznice je pravé uzavreny tah bez opakovani vrchold.
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Eulerova charakterizace

Onen slavny vysledek teorie grafi od Leonharda Eulera poté zni nadsledovn&.
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Eulerova charakterizace

Onen slavny vysledek teorie grafi od Leonharda Eulera poté zni nadsledovn&.

Véta 4.14. Graf G lze nakreslit jednim uzavienym tahem pravé kdy? G je
souvisly a vSechny vrcholy v G jsou sudého stupné.
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Eulerova charakterizace

Onen slavny vysledek teorie grafii od Leonharda Eulera poté zni nasledovng.

Véta 4.14. Graf G lze nakreslit jednim uzavienym tahem pravé kdy? G je
souvisly a vSechny vrcholy v G jsou sudého stupné.

Dusledek 4.15. Graf G Ize nakreslit jednim otevFenym tahem pravé kdyZ G je
souvisly a vSechny vrcholy v G aZ na dva jsou sudého stupné.
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Diikaz: Dokazujeme oba sméry ekvivalence. Pokud lze G nakreslit jednim
uzavfenym tahem, tak je zfejmé& souvisly a navic ma kaZdy stupeh sudy, nebot
uzavfeny tah kazdym priichodem vrcholem ,ubere” dvé hrany.
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Diikaz: Dokazujeme oba sméry ekvivalence. Pokud lze G nakreslit jednim
uzavfenym tahem, tak je zfejmé& souvisly a navic ma kaZdy stupeh sudy, nebot
uzavfeny tah kazdym priichodem vrcholem ,ubere” dvé hrany.

Naopak zvolime mezi viemi uzavienymi tahy 7' v G ten (jeden z) nejdel3i.
Tvrdime, Ze T obsahuje vSechny hrany grafu G.

— Pro spor vezméme graf G’ = G — E(T), o kterém predpoklddejme,
Ze je neprazdny. Jelikoz G’ ma taktéZ vechny stupn& sudé, je (z in-
duk&niho ptedpokladu) libovolnd jeho komponenta C' C G’ nakreslend
jednim uzavienym tahem T¢.
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Diikaz: Dokazujeme oba sméry ekvivalence. Pokud lze G nakreslit jednim
uzavfenym tahem, tak je zfejmé& souvisly a navic ma kaZdy stupeh sudy, nebot
uzavfeny tah kazdym priichodem vrcholem ,ubere” dvé hrany.

Naopak zvolime mezi viemi uzavienymi tahy 7' v G ten (jeden z) nejdel3i.
Tvrdime, Ze T obsahuje vSechny hrany grafu G.

— Pro spor vezméme graf G’ = G — E(T), o kterém predpoklddejme,
Ze je neprazdny. Jelikoz G’ md taktéz vZechny stupné& sudé, je (z in-
duk&niho ptedpokladu) libovolnd jeho komponenta C' C G’ nakreslend
jednim uzavienym tahem T¢.

— Vzhledem k souvislosti grafu G' kazda komponenta C C G’ protind na3
tah T v nékterém vrchole w, a tudiz Ize oba tahy T a T, propojit
ptes w". To je spor s nasim predpokladem nejdelSiho moZného T'.
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Diikaz: Dokazujeme oba sméry ekvivalence. Pokud lze G nakreslit jednim
uzavfenym tahem, tak je zfejmé& souvisly a navic ma kaZdy stupeh sudy, nebot
uzavfeny tah kazdym priichodem vrcholem ,ubere” dvé hrany.

Naopak zvolime mezi viemi uzavienymi tahy 7' v G ten (jeden z) nejdel3i.
Tvrdime, Ze T obsahuje vSechny hrany grafu G.

— Pro spor vezméme graf G’ = G — E(T), o kterém predpoklddejme,
Ze je neprazdny. Jelikoz G’ ma taktéZ vechny stupné& sudé, je (z in-
duk&niho ptedpokladu) libovolnd jeho komponenta C' C G’ nakreslend
jednim uzavienym tahem T¢.

— Vzhledem k souvislosti grafu G' kazda komponenta C C G’ protind na3
tah T v nékterém vrchole w, a tudiz Ize oba tahy T a T, propojit

ptes w". To je spor s nasim predpokladem nejdelSiho moZného T'.
O

Diikaz disledku: Necht u, v jsou dva vrcholy grafu G majici lichy stupe, neboli
dva (predpoklddané) konce otevieného tahu pro G. Do G nyni p¥iddme novy
vrchol w spojeny hranami s v a v. Tim jsme nad$ p¥ipad pfevedli na pfedchozi
p¥ipad grafu se v&emi sudymi stupni. O
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