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4 Pojem grafu, ve zkratce4 Pojem grafu, ve zkratce

Třebaže grafy jsou jen jednou z mnoha struktur v matematice a vlastně pouze
speciálńım p̌ŕıpadem binárńıch relaćı, vydobyly si svou užitečnost́ı a názornost́ı důležité
ḿısto na slunci.

Neformálně řečeno, graf se skládá z vrchol̊u (p̌redstavme si je jako nakreslené
”
punt́ıky“)

a z hran, které spojuj́ı dvojice vrchol̊u mezi sebou.
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Neformálně řečeno, graf se skládá z vrchol̊u (p̌redstavme si je jako nakreslené
”
punt́ıky“)
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Stručný p̌rehled lekceStručný p̌rehled lekce

* Zavedeńı a pochopeńı graf̊u, jejich základńı pojmy.

* Př́ıklady běžných ťŕıd graf̊u, podgrafy a isomorfismus, souvislost.

* Stromy a jejich speciálńı vlastnosti.
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4.1 Definice grafu4.1 Definice grafu

Definice 4.1. Graf (jednoduchý neorient.) je uspǒrádaná dvojice G = (V,E),
kde V je množina vrchol̊u a E je množina hran – množina vybraných
dvouprvkových podmnožin množiny vrchol̊u.
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Značeńı: Hranu mezi vrcholy u a v ṕı̌seme jako {u, v}, nebo zkráceně uv.
Vrcholy spojené hranou jsou sousedńı a hrana uv vycháźı z vrchol̊u u a v.
Na množinu vrchol̊u grafu G odkazujeme jako na V (G), na množinu hran E(G).
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Značeńı: Hranu mezi vrcholy u a v ṕı̌seme jako {u, v}, nebo zkráceně uv.
Vrcholy spojené hranou jsou sousedńı a hrana uv vycháźı z vrchol̊u u a v.
Na množinu vrchol̊u grafu G odkazujeme jako na V (G), na množinu hran E(G).

Grafy se často zadávaj́ı p̌ŕımo názorným obrázkem, jinak je lze formálně zadat výčtem
vrchol̊u a výčtem hran. Nap̌ŕıklad:

V = {1, 2, 3, 4}, E =
{
{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {3, 4}

}
Na graf se lze d́ıvat také jako na symetrickou ireflexivńı relaci, kde hrany tvǒŕı právě
dvojice prvk̊u z této relace.
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Stupně vrchol̊u v grafu

Definice 4.2. Stupněm vrcholu v v grafu G
rozuḿıme počet hran vycházej́ıćıch z v. Stupeň v v grafu G znač́ıme dG(v).
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rozuḿıme počet hran vycházej́ıćıch z v. Stupeň v v grafu G znač́ıme dG(v).

Slovo
”
vycházej́ıćı“ zde nenaznačuje žádný směr; je totiž obecnou konvenćı u neorien-

tovaných graf̊u ř́ıkat, že hrana vycháźı z obou svých konc̊u zároveň.
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Definice: Graf je d-regulárńı, pokud všechny jeho vrcholy maj́ı stejný stupeň d.
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Definice: Graf je d-regulárńı, pokud všechny jeho vrcholy maj́ı stejný stupeň d.

Značeńı: Nejvyš̌śı stupeň v grafu G znač́ıme ∆(G) a nejnižš́ı δ(G).
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Definice: Graf je d-regulárńı, pokud všechny jeho vrcholy maj́ı stejný stupeň d.

Značeńı: Nejvyš̌śı stupeň v grafu G znač́ıme ∆(G) a nejnižš́ı δ(G).

Věta 4.3. Součet stupň̊u v grafu je vždy sudý, roven dvojnásobku počtu hran.
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Běžné typy graf̊u

Kružnice délky n má n ≥ 3 r̊uzných vrchol̊u spojených
”
do jednoho cyklu“

n hranami:
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Cesta délky n ≥ 0 má n+1 r̊uzných vrchol̊u spojených
”
za sebou“ n hranami:
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Úplný graf na n ≥ 1 vrcholech má n r̊uzných vrchol̊u spojených po všech
dvojićıch (tj. celkem

(
n
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)
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Úplný graf na n ≥ 1 vrcholech má n r̊uzných vrchol̊u spojených po všech
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Úplný bipartitńı graf na m ≥ 1 a n ≥ 1 vrcholech má m + n vrchol̊u ve
dvou skupinách (partitách), p̌ričemž hranami jsou spojeny všechny m · n
dvojice z r̊uzných skupin:
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Hvězda s n ≥ 1 rameny je zvláštńı název pro úplný bipartitńı graf K1,n:
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Zḿınka o orientovaných grafech

V Lekci 9 si zavedeme také takzvané orientované grafy, které každé hraně
p̌rǐrazuj́ı jistý směr. Formálně orientované grafy budou ḿıt množinu oriento-
vaných hran A ⊆ V (G)× V (G) a zobraźıme je takto. . .
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4.2 Podgrafy a Isomorfismus4.2 Podgrafy a Isomorfismus

Definice: Podgrafem grafu G rozuḿıme libovolný graf H na podmnožině vr-
chol̊u V (H) ⊆ V (G), který má za hrany libovolnou podmnožinu hran grafu G
maj́ıćıch oba vrcholy ve V (H).

Ṕı̌seme H ⊆ G, tj. stejně jako množinová inkluze (ale význam je trochu jiný).
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4.2 Podgrafy a Isomorfismus4.2 Podgrafy a Isomorfismus

Definice: Podgrafem grafu G rozuḿıme libovolný graf H na podmnožině vr-
chol̊u V (H) ⊆ V (G), který má za hrany libovolnou podmnožinu hran grafu G
maj́ıćıch oba vrcholy ve V (H).

Ṕı̌seme H ⊆ G, tj. stejně jako množinová inkluze (ale význam je trochu jiný).

Na následuj́ıćım obrázku vid́ıme zvýrazněné podmnožiny vrchol̊u hran. Proč se vlevo
nejedná o podgraf? Obrázek vpravo už podgrafem je.
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Definice: Indukovaným podgrafem je podgraf H ⊆ G takový, který obsahuje
všechny hrany grafu G mezi dvojicemi vrchol̊u z V (H).
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”
Stejnost“ graf̊u
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Petr Hliněný, FI MU Brno, 2014 9 / 24 FI: IB000: Pojem grafu

”
Stejnost“ graf̊u
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Definice 4.4. Isomorfismus ' graf̊u G a H
je bijektivńı zobrazeńı f : V (G)→ V (H), pro které každá dvojice u, v ∈ V (G)
je spojená hranou v G právě, když je dvojice f(u), f(v) spojená hranou v H.

Grafy G a H jsou isomorfńı, G ' H, pokud mezi nimi existuje isomorfismus.
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Definice 4.4. Isomorfismus ' graf̊u G a H
je bijektivńı zobrazeńı f : V (G)→ V (H), pro které každá dvojice u, v ∈ V (G)
je spojená hranou v G právě, když je dvojice f(u), f(v) spojená hranou v H.

Grafy G a H jsou isomorfńı, G ' H, pokud mezi nimi existuje isomorfismus.

Fakt: Mějme isomorfismus f graf̊u G a H. Pak plat́ı následuj́ıćı

∗ G a H maj́ı stejný počet hran,

∗ f zobrazuje na sebe vrcholy stejných stupňů, tj. dG(v) = dH(f(v)).
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Definice 4.4. Isomorfismus ' graf̊u G a H
je bijektivńı zobrazeńı f : V (G)→ V (H), pro které každá dvojice u, v ∈ V (G)
je spojená hranou v G právě, když je dvojice f(u), f(v) spojená hranou v H.

Grafy G a H jsou isomorfńı, G ' H, pokud mezi nimi existuje isomorfismus.

Fakt: Mějme isomorfismus f graf̊u G a H. Pak plat́ı následuj́ıćı

∗ G a H maj́ı stejný počet hran,

∗ f zobrazuje na sebe vrcholy stejných stupňů, tj. dG(v) = dH(f(v)).
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Definice 4.4. Isomorfismus ' graf̊u G a H
je bijektivńı zobrazeńı f : V (G)→ V (H), pro které každá dvojice u, v ∈ V (G)
je spojená hranou v G právě, když je dvojice f(u), f(v) spojená hranou v H.

Grafy G a H jsou isomorfńı, G ' H, pokud mezi nimi existuje isomorfismus.

Fakt: Mějme isomorfismus f graf̊u G a H. Pak plat́ı následuj́ıćı

∗ G a H maj́ı stejný počet hran,

∗ f zobrazuje na sebe vrcholy stejných stupňů, tj. dG(v) = dH(f(v)).
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U nakreslených dvou graf̊u objev́ıme isomorfismus velmi snadno – pod́ıváme se, jak si
odpov́ıdaj́ı vrcholy stejných stupňů.
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Př́ıklad 4.5. Jsou následuj́ıćı dva grafy isomorfńı?

s s
s s

s s
S
S
S
S �

�
�
�
S
S
S
S

�
�
�
� s s

s s

s s
""""""" A

A
A
A
A
A
A
A """""""

bbbbbbb

Pokud mezi nakreslenými dvěma grafy hledáme isomorfismus, nejprve se pod́ıváme, zda
maj́ı stejný počet vrchol̊u a hran.
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Pokud mezi nakreslenými dvěma grafy hledáme isomorfismus, nejprve se pod́ıváme, zda
maj́ı stejný počet vrchol̊u a hran. Maj́ı. Pak se pod́ıváme na stupně vrchol̊u a zjist́ıme,
že oba maj́ı stejnou posloupnost stupňů 2, 2, 2, 2, 3, 3.
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Pokud mezi nakreslenými dvěma grafy hledáme isomorfismus, nejprve se pod́ıváme, zda
maj́ı stejný počet vrchol̊u a hran. Maj́ı. Pak se pod́ıváme na stupně vrchol̊u a zjist́ıme,
že oba maj́ı stejnou posloupnost stupňů 2, 2, 2, 2, 3, 3. Takže ani takto jsme mezi nimi
nerozlǐsili a mohou (nemusej́ı!) být isomorfńı. Dále tedy nezbývá, než zkoušet všechny
p̌ŕıpustné možnosti zobrazeńı isomorfismu z levého grafu do pravého.
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Pokud mezi nakreslenými dvěma grafy hledáme isomorfismus, nejprve se pod́ıváme, zda
maj́ı stejný počet vrchol̊u a hran. Maj́ı. Pak se pod́ıváme na stupně vrchol̊u a zjist́ıme,
že oba maj́ı stejnou posloupnost stupňů 2, 2, 2, 2, 3, 3. Takže ani takto jsme mezi nimi
nerozlǐsili a mohou (nemusej́ı!) být isomorfńı. Dále tedy nezbývá, než zkoušet všechny
p̌ŕıpustné možnosti zobrazeńı isomorfismu z levého grafu do pravého.

Na levém grafu si pro ulehčeńı všimněme, že oba vrcholy stupně ťri jsou si symetrické,
proto si bez újmy na obecnosti můžeme vybrat, že vrchol označený 1 se zobraźı na 1′.
Druhý vrchol stupně ťri, označený 4, se muśı zobrazit na analogický vrchol druhého
grafu 4′. A zbytek již plyne snadno:
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Důsledek: Stejnost graf̊u jako isomorfismus!
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Je uvedený p̌ŕıstup, tj. zaměňováńı konkrétńıho grafu za celou jeho ťŕıdu isomorfismu,
v matematice neobvyklý?
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ťŕıda isomorfismu
grafu G

s s
ss

1 2

34

' s s
ss

�
�
�
�
�
�
�

@
@
@
@
@
@
@

1 3

24

' s s
ss

@
@
@
@
@
@
@ �

�
�
�
�
�
�1 2

43

Je uvedený p̌ŕıstup, tj. zaměňováńı konkrétńıho grafu za celou jeho ťŕıdu isomorfismu,
v matematice neobvyklý? Ne, nap̌ŕıklad už v geometrii jste ř́ıkali

”
čtverec o straně 2“

či
”
jednotkový kruh“ a podobně, aniž jste měli na mysli konkrétńı obrázek, nýbrž celou

ťŕıdu všech těchto shodných objekt̊u.
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Daľśı grafové pojmy
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Definice: Mějme libovolný graf G.
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Definice: Mějme libovolný graf G.

∗ Podgrafu H ⊆ G, který je isomorfńı nějaké kružnici, ř́ıkáme kružnice v G.

∗ Speciálně ř́ıkáme trojúhelńık kružnici délky 3.
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Definice: Mějme libovolný graf G.

∗ Podgrafu H ⊆ G, který je isomorfńı nějaké kružnici, ř́ıkáme kružnice v G.

∗ Speciálně ř́ıkáme trojúhelńık kružnici délky 3.

∗ Podgrafu H ⊆ G, který je isomorfńı nějaké cestě, ř́ıkáme cesta v G.
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Daľśı grafové pojmy
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Definice: Mějme libovolný graf G.

∗ Podgrafu H ⊆ G, který je isomorfńı nějaké kružnici, ř́ıkáme kružnice v G.

∗ Speciálně ř́ıkáme trojúhelńık kružnici délky 3.

∗ Podgrafu H ⊆ G, který je isomorfńı nějaké cestě, ř́ıkáme cesta v G.

∗ Podgrafu H ⊆ G, který je isomorfńı nějakému úplnému grafu, ř́ıkáme
klika v G.

∗ Podmnožině vrchol̊u X ⊆ V (G), mezi kterými nevedou v G v̊ubec žádné
hrany, ř́ıkáme nezávislá množina X v G.
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Definice: Mějme libovolný graf G.

∗ Podgrafu H ⊆ G, který je isomorfńı nějaké kružnici, ř́ıkáme kružnice v G.

∗ Speciálně ř́ıkáme trojúhelńık kružnici délky 3.

∗ Podgrafu H ⊆ G, který je isomorfńı nějaké cestě, ř́ıkáme cesta v G.

∗ Podgrafu H ⊆ G, který je isomorfńı nějakému úplnému grafu, ř́ıkáme
klika v G.

∗ Podmnožině vrchol̊u X ⊆ V (G), mezi kterými nevedou v G v̊ubec žádné
hrany, ř́ıkáme nezávislá množina X v G.

∗ Indukovanému podgrafu H ⊆ G, který je isomorfńı nějaké kružnici, ř́ıkáme
indukovaná kružnice v G.



page.24
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4.3 Souvislost graf̊u, komponenty4.3 Souvislost graf̊u, komponenty

Důležitou globálńı vlastnost́ı graf̊u je souvislost, tedy možnost se v nich pohy-
bovat odkudkoliv kamkoliv podél jeho hran, neboli po cestách v grafu.
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Důležitou globálńı vlastnost́ı graf̊u je souvislost, tedy možnost se v nich pohy-
bovat odkudkoliv kamkoliv podél jeho hran, neboli po cestách v grafu.

Lema 4.6. Mějme relaci ∼ na množině vrchol̊u V (G) libovolného grafu G
takovou, že pro dva vrcholy x ∼ y právě když existuje v G cesta zač́ınaj́ıćı v x
a konč́ıćı v y. Pak ∼ je relaćı ekvivalence.
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Lema 4.6. Mějme relaci ∼ na množině vrchol̊u V (G) libovolného grafu G
takovou, že pro dva vrcholy x ∼ y právě když existuje v G cesta zač́ınaj́ıćı v x
a konč́ıćı v y. Pak ∼ je relaćı ekvivalence.

Důkaz.

• Relace ∼ je reflexivńı, nebot’ každý vrchol je spojený sám se sebou cestou
délky 0.
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a konč́ıćı v y. Pak ∼ je relaćı ekvivalence.

Důkaz.

• Relace ∼ je reflexivńı, nebot’ každý vrchol je spojený sám se sebou cestou
délky 0.

• Symetrická je také, protože cestu z x do y snadno v neorientovaném grafu
obrát́ıme na cestu z y do x.
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Důkaz.

• Relace ∼ je reflexivńı, nebot’ každý vrchol je spojený sám se sebou cestou
délky 0.

• Symetrická je také, protože cestu z x do y snadno v neorientovaném grafu
obrát́ıme na cestu z y do x.

• Pro důkaz tranzitivity si označme P cestu z x do y a Q cestu z y do z.
Pak P ∪Q nemuśı být cesta; mohou se navzájem prot́ınat.
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takovou, že pro dva vrcholy x ∼ y právě když existuje v G cesta zač́ınaj́ıćı v x
a konč́ıćı v y. Pak ∼ je relaćı ekvivalence.

Důkaz.

• Relace ∼ je reflexivńı, nebot’ každý vrchol je spojený sám se sebou cestou
délky 0.

• Symetrická je také, protože cestu z x do y snadno v neorientovaném grafu
obrát́ıme na cestu z y do x.

• Pro důkaz tranzitivity si označme P cestu z x do y a Q cestu z y do z.
Pak P ∪Q nemuśı být cesta; mohou se navzájem prot́ınat. Avšak pokud
označ́ıme P ′ ⊆ P část cesty z x do prvńıho vrcholu z v pr̊uniku s Q a
Q′ ⊆ Q zbytek druhé cesty od z, tak P ′ ∪Q′ už je cesta z x do z.

2
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Definice 4.7. Komponentami souvislosti grafu G nazveme
ťŕıdy ekvivalence výše popsané (Lema 7.6) relace ∼ na V (G).
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Definice 4.7. Komponentami souvislosti grafu G nazveme
ťŕıdy ekvivalence výše popsané (Lema 7.6) relace ∼ na V (G).

Jinak se také komponentami souvislosti mysĺı podgrafy indukované na těchto
ťŕıdách ekvivalence.
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Jinak se také komponentami souvislosti mysĺı podgrafy indukované na těchto
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Pod́ıvejte se, kolik komponent souvislosti má tento graf:
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Vid́ıte v obrázku všechny ťri komponenty? Jedna z nich je izolovaným vrcholem, druhá
hranou (tj. grafem isomorfńım K2) a ťret́ı je to zbývaj́ıćı.
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Definice 4.8. Graf G je souvislý
pokud je G tvǒrený nejvýše jednou komponentou souvislosti, tj. pokud každé
dva vrcholy G jsou spojené cestou.
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Definice 4.8. Graf G je souvislý
pokud je G tvǒrený nejvýše jednou komponentou souvislosti, tj. pokud každé
dva vrcholy G jsou spojené cestou.

Který z těchto dvou graf̊u je souvislý?
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4.4 Stromy – grafy bez kružnic4.4 Stromy – grafy bez kružnic
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Charakteristickými znaky stromů je absence kružnic a souvislost. . .
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Charakteristickými znaky stromů je absence kružnic a souvislost. . .

Definice 4.9. Strom je jednoduchý souvislý graf T bez kružnic.
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Charakteristickými znaky stromů je absence kružnic a souvislost. . .

Definice 4.9. Strom je jednoduchý souvislý graf T bez kružnic.

Les je jednoduchý graf bez kružnic (nemuśı být souvislý). Komponenty souvis-
losti lesa jsou stromy. Jeden vrchol bez hran a prázdný graf jsou také stromy.

Grafy bez kružnic také obecně nazýváme acyklické.
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Vlastnosti stromů

Lema 4.10. Strom s v́ıce než jedńım vrcholem obsahuje vrchol stupně 1.
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Vlastnosti stromů

Lema 4.10. Strom s v́ıce než jedńım vrcholem obsahuje vrchol stupně 1.

Důkaz: Souvislý graf s v́ıce než jedńım vrcholem nemůže ḿıt vrchol stupně 0.
Proto vezmeme strom T a v něm libovolný vrchol v.
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Vlastnosti stromů

Lema 4.10. Strom s v́ıce než jedńım vrcholem obsahuje vrchol stupně 1.

Důkaz: Souvislý graf s v́ıce než jedńım vrcholem nemůže ḿıt vrchol stupně 0.
Proto vezmeme strom T a v něm libovolný vrchol v. Sestroj́ıme nyńı co nejdeľśı
cestu S v T zač́ınaj́ıćı ve v:

∗ S začne libovolnou hranou vycházej́ıćı z v;
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Lema 4.10. Strom s v́ıce než jedńım vrcholem obsahuje vrchol stupně 1.

Důkaz: Souvislý graf s v́ıce než jedńım vrcholem nemůže ḿıt vrchol stupně 0.
Proto vezmeme strom T a v něm libovolný vrchol v. Sestroj́ıme nyńı co nejdeľśı
cestu S v T zač́ınaj́ıćı ve v:

∗ S začne libovolnou hranou vycházej́ıćı z v;

∗ v každém daľśım vrcholu u, do kterého se dostaneme a má stupeň věťśı
než 1, lze pak pokračovat cestu S daľśı novou hranou.
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Vlastnosti stromů

Lema 4.10. Strom s v́ıce než jedńım vrcholem obsahuje vrchol stupně 1.
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Pokud by se v S poprvé zopakoval některý vrchol, źıskali bychom kružnici. Proto
cesta S muśı jednou skončit v nějakém vrcholu stupně 1 v T . 2
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Věta 4.11. Strom na n vrcholech má p̌resně n− 1 hran pro n ≥ 1.
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Věta 4.11. Strom na n vrcholech má p̌resně n− 1 hran pro n ≥ 1.

Důkaz: Toto tvrzeńı dokážeme indukćı podle n.

∗ Strom s jedńım vrcholem má n− 1 = 0 hran.
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Věta 4.11. Strom na n vrcholech má p̌resně n− 1 hran pro n ≥ 1.

Důkaz: Toto tvrzeńı dokážeme indukćı podle n.

∗ Strom s jedńım vrcholem má n− 1 = 0 hran.

s

s

A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

����
v

T ′

T :

∗ Necht’ T je strom na n > 1 vrcholech.

Podle Lematu 7.10 má T vrchol v stupně 1. Označme T ′ = T − v graf
vzniklý z T odebráńım vrcholu v.
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Věta 4.11. Strom na n vrcholech má p̌resně n− 1 hran pro n ≥ 1.

Důkaz: Toto tvrzeńı dokážeme indukćı podle n.

∗ Strom s jedńım vrcholem má n− 1 = 0 hran.
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T :

∗ Necht’ T je strom na n > 1 vrcholech.

Podle Lematu 7.10 má T vrchol v stupně 1. Označme T ′ = T − v graf
vzniklý z T odebráńım vrcholu v. Pak T ′ je také souvislý bez kružnic, tud́ıž
strom na n − 1 vrcholech. Dle indukčńıho p̌redpokladu T ′ má n − 1 − 1
hran, a proto T má n− 1− 1 + 1 = n− 1 hran. 2
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Věta 4.12. Mezi každými dvěma vrcholy stromu vede právě jediná cesta.
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Věta 4.12. Mezi každými dvěma vrcholy stromu vede právě jediná cesta.

Důkaz: Jelikož strom T je souvislý dle definice, mezi libovolnými dvěma vrcholy
u, v vede nějaká cesta.
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Věta 4.12. Mezi každými dvěma vrcholy stromu vede právě jediná cesta.

Důkaz: Jelikož strom T je souvislý dle definice, mezi libovolnými dvěma vrcholy
u, v vede nějaká cesta.
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Pokud by existovaly dvě r̊uzné cesty P1, P2 mezi u, v, tak bychom vzali jejich
symetrický rozd́ıl, podgraf H = P1∆P2 s neprázdnou množinou hran, kde H
žrejmě má všechny stupně sudé.
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Věta 4.12. Mezi každými dvěma vrcholy stromu vede právě jediná cesta.

Důkaz: Jelikož strom T je souvislý dle definice, mezi libovolnými dvěma vrcholy
u, v vede nějaká cesta.
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Pokud by existovaly dvě r̊uzné cesty P1, P2 mezi u, v, tak bychom vzali jejich
symetrický rozd́ıl, podgraf H = P1∆P2 s neprázdnou množinou hran, kde H
žrejmě má všechny stupně sudé. Na druhou stranu se však podgraf stromu
muśı opět skládat z komponent stromů, a tud́ıž obsahovat vrchol stupně 1
podle Lematu 7.10, spor.
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Věta 4.12. Mezi každými dvěma vrcholy stromu vede právě jediná cesta.

Důkaz: Jelikož strom T je souvislý dle definice, mezi libovolnými dvěma vrcholy
u, v vede nějaká cesta.
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Pokud by existovaly dvě r̊uzné cesty P1, P2 mezi u, v, tak bychom vzali jejich
symetrický rozd́ıl, podgraf H = P1∆P2 s neprázdnou množinou hran, kde H
žrejmě má všechny stupně sudé. Na druhou stranu se však podgraf stromu
muśı opět skládat z komponent stromů, a tud́ıž obsahovat vrchol stupně 1
podle Lematu 7.10, spor. 2

Důsledek 4.13. Přidáńım jedné hrany do stromu vznikne právě jedna kružnice.
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Alternativńı charakterizace stromů

Na dané množině vrchol̊u je (vzhledem k inkluzi množin hran) strom

• minimálńı souvislý graf (plyne z Věty 7.12)

• a zároveň maximálńı acyklický graf (plyne z Důsledku 7.13).
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s
s

s

s

s s
""
""
""
""
""

""
""
""
""
""

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

""
""
""
""
""

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

D
D
D
D
D
D
D
D
D
D
D



page.24
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4.5 Jedńım tahem – Eulerovské grafy4.5 Jedńım tahem – Eulerovské grafy

Pravd. nejstařśı zaznamenaný výsledek teorie graf̊u pocháźı od L. Eulera –
jedná se o slavných 7 most̊u v Královci / Königsbergu / dnešńım Kaliningradě.

O jaký problém se tehdy jednalo? Měsťst́ı radńı chtěli vědět, zda mohou suchou nohou
p̌rej́ıt po každém ze sedmi vyznačených most̊u právě jednou.
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Sled a tah v grafu

Definice: Sledem délky n v grafu G rozuḿıme posloupnost vrchol̊u a hran

(v0, e1, v1, e2, v2, . . . , en, vn)
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Sled a tah v grafu

Definice: Sledem délky n v grafu G rozuḿıme posloupnost vrchol̊u a hran

(v0, e1, v1, e2, v2, . . . , en, vn) ,

ve které vždy hrana ei má koncové vrcholy vi−1, vi.

Sled je vlastně procházka po hranách grafu z u do v. Př́ıkladem sledu může být pr̊uchod
IP paketu internetem (včetně cykleńı).
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Sled je vlastně procházka po hranách grafu z u do v. Př́ıkladem sledu může být pr̊uchod
IP paketu internetem (včetně cykleńı).

Definice: Tah je sled v grafu bez opakováńı hran.
Uzav̌rený tah je tahem, který konč́ı ve vrcholu, ve kterém začal. Otev̌rený tah
je tahem, který konč́ı v jiném vrcholu, než ve kterém začal.

Znáte dětské
”
kresleńı jedńım tahem“? Ano, to je v podstatě i náš tah (v nakresl. grafu).
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Sled a tah v grafu

Definice: Sledem délky n v grafu G rozuḿıme posloupnost vrchol̊u a hran

(v0, e1, v1, e2, v2, . . . , en, vn) ,

ve které vždy hrana ei má koncové vrcholy vi−1, vi.

Sled je vlastně procházka po hranách grafu z u do v. Př́ıkladem sledu může být pr̊uchod
IP paketu internetem (včetně cykleńı).

Definice: Tah je sled v grafu bez opakováńı hran.
Uzav̌rený tah je tahem, který konč́ı ve vrcholu, ve kterém začal. Otev̌rený tah
je tahem, který konč́ı v jiném vrcholu, než ve kterém začal.

Znáte dětské
”
kresleńı jedńım tahem“? Ano, to je v podstatě i náš tah (v nakresl. grafu).

Fakt: Cesta je právě otev̌rený tah bez opakováńı vrchol̊u.
Kružnice je právě uzav̌rený tah bez opakováńı vrchol̊u.
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Eulerova charakterizace

Onen slavný výsledek teorie graf̊u od Leonharda Eulera poté zńı následovně.
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Eulerova charakterizace

Onen slavný výsledek teorie graf̊u od Leonharda Eulera poté zńı následovně.
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Věta 4.14. Graf G lze nakreslit jedńım uzav̌reným tahem právě když G je
souvislý a všechny vrcholy v G jsou sudého stupně.
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Eulerova charakterizace

Onen slavný výsledek teorie graf̊u od Leonharda Eulera poté zńı následovně.
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Věta 4.14. Graf G lze nakreslit jedńım uzav̌reným tahem právě když G je
souvislý a všechny vrcholy v G jsou sudého stupně.

Důsledek 4.15. Graf G lze nakreslit jedńım otev̌reným tahem právě když G je
souvislý a všechny vrcholy v G až na dva jsou sudého stupně.
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Důkaz: Dokazujeme oba směry ekvivalence. Pokud lze G nakreslit jedńım
uzav̌reným tahem, tak je žrejmě souvislý a nav́ıc má každý stupeň sudý, nebot’

uzav̌rený tah každým pr̊uchodem vrcholem
”
ubere“ dvě hrany.
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Důkaz: Dokazujeme oba směry ekvivalence. Pokud lze G nakreslit jedńım
uzav̌reným tahem, tak je žrejmě souvislý a nav́ıc má každý stupeň sudý, nebot’

uzav̌rený tah každým pr̊uchodem vrcholem
”
ubere“ dvě hrany.

Naopak zvoĺıme mezi všemi uzav̌renými tahy T v G ten (jeden z) nejdeľśı.
Tvrd́ıme, že T obsahuje všechny hrany grafu G.

– Pro spor vezměme graf G′ = G − E(T ), o kterém p̌redpokládejme,
že je neprázdný. Jelikož G′ má taktéž všechny stupně sudé, je (z in-
dukčńıho p̌redpokladu) libovolná jeho komponenta C ⊆ G′ nakreslená
jedńım uzav̌reným tahem TC .
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”
ubere“ dvě hrany.

Naopak zvoĺıme mezi všemi uzav̌renými tahy T v G ten (jeden z) nejdeľśı.
Tvrd́ıme, že T obsahuje všechny hrany grafu G.

– Pro spor vezměme graf G′ = G − E(T ), o kterém p̌redpokládejme,
že je neprázdný. Jelikož G′ má taktéž všechny stupně sudé, je (z in-
dukčńıho p̌redpokladu) libovolná jeho komponenta C ⊆ G′ nakreslená
jedńım uzav̌reným tahem TC .

– Vzhledem k souvislosti grafu G každá komponenta C ⊆ G′ prot́ıná náš
tah T v některém vrchole w, a tud́ıž lze oba tahy TC a T

”
propojit

p̌res w“. To je spor s naš́ım p̌redpokladem nejdeľśıho možného T .



page.24
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2

Důkaz důsledku: Necht’ u, v jsou dva vrcholy grafu G maj́ıćı lichý stupeň, neboli
dva (p̌redpokládané) konce otev̌reného tahu pro G. Do G nyńı p̌ridáme nový
vrchol w spojený hranami s u a v. T́ım jsme náš p̌ŕıpad p̌revedli na p̌redchoźı
p̌ŕıpad grafu se všemi sudými stupni. 2
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