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Definicie-Operacie

e Binarna operacia na mnozine A je zobrazenie mnoziny
A x A do A.

@ Hovorime, Ze bindrna operacia o na mnozine A je
komutativna, ak

Ve,y € A; xoy=youx.

@ Hovorime, ze bindrna operacia o na mnozine A je
asociativna, ak

Va,y,z € A; (zoy)oz==xo0(yoz).



Definicia-Neutralny prvok operacie

@ Nech o je bindrna operacia na mnozine A. Ak existuje taky
prvok e € A, o ktorom plati

Ya € A; aoe=¢eoa=a,

tak prvok e nazyvame neutralnym prvkom operacie o.



Definicia-Inverzny prvok operacie

@ Nech o je bindrna operdcia na mnozine A a nech e je
neutralny prvok tejto operacie. Ak o prvkoch a,a’ € A plati

/ /
aoca =a oa=e,

tak prvok a’ nazyvame inverznym prvkom k prvku a
(vzhladom na operéciu o.)



Priklady operacif

Budeme pracovat na mnozine prirodzenych &isel (pocitame aj s

nulou).
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Priklady operacif

Budeme pracovat na mnozine prirodzenych &isel (pocitame aj s
nulou).

@ Klasické scitanie je operacia na N, navyse je komutativna,
asociativna a ma neutrélny prvok 0. K prvkom mnoziny N
neexistujl inverzné (opaéné) prvky, iba k 0, ta si je sama sebe
inverzna.

o Klasické odcitanie nie je operaciou na N. Napr.
1eN,2€ N,alel—2¢ N.

@ Klasické nasobenie je operacia na N, navyse je komutativna,
asociativna a ak "vyhodime 0", tak ma aj neutralny prvok 1.
K prvkom mnoziny N neexistuji inverzné prvky, iba k 1, ta si
je sama sebe inverzna.



Tvrdenie-Neutralny prvok operacie

@ Binarna operacia (na mnozine A) ma najviac jeden neutralny
prvok.



Tvrdenie-Inverzny prvok operacie

@ Nech o je asociativna operdcia na mnozine A a nech e je
neutralny prvok tejto operacie. Potom ku kazdému prvku
a € A existuje najviac jeden inverzny prvok.



Definicie-Algebry s jednou operaciou
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grupoidu.
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je binarna operacia na mnozine GG, nazyvame grupoidom.
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e Hovorime, Ze grupoid (H, o) je podgrupoidom grupoidu
(G,0), ak plati:

o HCA(,
e Va,be H; aobe H.
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Definicie-Algebry s jednou operaciou

@ Usporiadani dvojicu (G, 0), kde G je neprazdna mnozina a o
je asociativna operacia na mnozine G, nazyvame pologrupou.
Mnozinu G nazyvame nosicom a operaciu o operaciou
pologrupy.

@ Pologrupa s neutradlnym prvkom sa nazyva monoid.

@ Monoid, v ktorom ku kazdému prvku existuje inverzny prvok,
sa nazyva grupa.

@ Grupa s komutativnou operaciou sa nazyva komutativna
alebo Abelova grupa.
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Definicia-Podgrupy

o Ak je podgrupoid grupy G grupou, nazyvame ho podgrupou
grupy G.
@ Rozklady podla podgrupy:
o Lavy rozklad grupy G podla podgrupy H je mnozina

{aH : a € G},
kde mnoziny aH = {a-h : h € H} sa nazyvaji lavé triedy
rozkladu.
e Pravy rozklad grupy G podla podgrupy H je mnozina
{Ha:a € G}

kde mnoziny Ha = {h-a: h € H} sa nazyvaji pravé triedy
rozkladu.
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Tvrdenia-Podgrupy

o Lagrangeova veta. Pocet prvkov podgrupy je delitefom
poctu prvkov grupy.

e Nech H je neprazdna podmnozina mnoziny G. (H,o0) je
podgrupou grupy (G, o) vtedy a len vtedy, ked plati:

Va,be H; aob ! e H.



Definicie-Normalne podgrupy

e Podgrupa (H, o) grupy (G, o) sa nazyva normalna podgrupa,
ak pre lubovolné a € G, h € H plati: aohoa™! € H.

@ Ak je lavy a pravy rozklad grupy G podla podgrupy H
rovnaky, tak H je normalna podgrupa.

@ Poznamka. Kazda podgrupa komutativnej grupy je normalna.
Podgrupy nekomutativnych grip nemusia byt normalne.



Nech (A, x), (B, o) st algebry rovnakého typu. Nech h: A — B je
také zobrazenie, ze pre [ubovolné a,b € A plati

h(a*b) = h(a) o h(b),

tak h sa nazyva homomorfizmus algebry A do algebry B.
@ Ak h je injektivny homomorfizmus, hovorime, Ze h je
monomorfizmus.

@ Ak h je surjektivny homomorfizmus, hovorime, ze h je
epimorfizmus.

@ Ak h je bijektivny homomorfizmus, hovorime, Ze h je
izomorfizmus.

@ Ak h je homomorfizmus algebry A do A, hovorime, Ze h je
endomorfizmus.

@ Ak h je izomorfizmus A na A, hovorime, ze h je
automorfizmus.



Kongruencie

Relacia kongruencie alebo kongruencia je ekvivalencia na algebre
(napr. grupe), ktora je zlicitelnd so vsetkymi operdciami na tejto
algebre (teda napriklad, ak su tri pary prvkov ekvivalentné a
vysledky nejakej operacie na tychto paroch st tieZ ekvivalentné,
potom existuje pre tieto pary zhodnost). Teda ak sid operandy na
rovnakom mieste po dvoch ekvivalentné, potom musia aj vysledky
operdacie byt ekvivalentné.
@ Nech (X, o) je algebra, R je ekvivalencia na X. Potom R je
kongruencia na X ak platf:
[a,b] € RA[c,d] € R=[aoc,bod] € R.



Kongruencie

Relacia kongruencie alebo kongruencia je ekvivalencia na algebre
(napr. grupe), ktora je zlicitelnd so vsetkymi operdciami na tejto
algebre (teda napriklad, ak su tri pary prvkov ekvivalentné a
vysledky nejakej operacie na tychto paroch st tieZ ekvivalentné,
potom existuje pre tieto pary zhodnost). Teda ak sid operandy na
rovnakom mieste po dvoch ekvivalentné, potom musia aj vysledky
operacie byt ekvivalentné.

@ Nech (X, o) je algebra, R je ekvivalencia na X. Potom R je
kongruencia na X ak plati:

[a,b] € RA[c,d] € R=[aoc,bod] € R.

@ Hovorime, ze dve Cisla a,b € Z st kongruentné, ak ich rozdiel
je delitelny &islom m, ktoré nazyvame modulo (m|(a — b)).
Formalne

a=b (modm).
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Priklady kongruencii

(mod m) } = a+c=b+d (modm).

teda = je kongruencia na (Z,+).

o Ale aj

3 Eigjrmn; } = a-c=b-d (modm).

teda = je kongruencia aj na (Z,-).



Kongruencie a normalne podgrupy, tvrdenia

e Nech (G, o) je grupa, R je kongruencia na G. Nech 1 € G je
jednotkovy prvok v GG. Potom

H =[1]p = {x;x € G A [z,1] € R} je norméalna podgrupa
grupy G.
@ Nech (G, o) je grupa, H C G je jej normalna podgrupa.

Potom relacia R = {[z,y];z,y € GAy Loz € H} je
kongruencia na G.



Kongruencie, normalne podgrupy, faktorové algebry

@ Nech (G, o) je grupa, H C G je jej normalna podgrupa. Nech
relacia R = {[z,y];x,y € GAy ' ox € H} je kongruencia na
G. (to uz vieme, ze je kongruencia). Potom grupa tried grupy
G vzhladom na normalnu podgrupu H sa nazyva faktorovou
grupou a oznacuje sa G/H.



